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EDITORIAL
DON BOSCO

Un objetivo manifiesto del Ministerio de Educacion es combatir el sexismo y la discriminacion de género en la sociedad ecuatoriana y promover,
a través del sistema educativo, la equidad entre mujeres y hombres. Para alcanzar este objetivo, promovemos el uso de un lenguaje que no
reproduzca esquemas sexistas, y de conformidad con esta practica preferimos emplear en nuestros documentos oficiales palabras neutras, tales
como las personas (en lugar de los hombres) o el profesorado (en lugar de los profesores), etc. Sélo en los casos en que tales expresiones no
existan, se usara la forma masculina como genérica para hacer referencia tanto a las personas del sexo femenino como masculino. Esta practica
comunicativa, que es recomendada por la Real Academia Espariola en su Diccionario Panhispanico de Dudas, obedece a dos razones: (a) en
espariol es posible <referirse a colectivos mixtos a través del género gramatical masculino>, y (b) es preferible aplicar <la ley lingtistica de la
economia expresiva> para asi evitar el abultamiento grafico y la consiguiente ilegibilidad que ocurriria en el caso de utilizar expresiones como las y

los, os/as y otras férmulas que buscan visibilizar la presencia de ambos sexos.
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| FUNCION

1.1. Concepto de funcién

En las actividades de nuestro diario vivir, nos encontramos
frente a diferentes situaciones tales como cancelar el valor
de compra de nuestros viveres, que depende de la canti-
dad de arficulos que compramos; o que el valor a pagar
del recorrido en taxi dependerd de la distancia del vigje; o
el costo de realizar una llamada telefénica dependerd de
factores como la duracién, la regién o el pais donde nos
vamos a comunicar.

http://goo.gl/WJZ0bz

Enfodas las circunstancias mencionadas se concibe una re-
lacién de correspondencia en la que intervienen ndmeros.

Sin embargo, hay situaciones en las cuales las relaciones
de dependencia no vinculan un valor numérico, como por
ejemplo, la asignacién del lugar de destino de viaje a cada
pasajero, o el sector de sufragio de cada ciudadano.

Llamamos funcién f del conjunto A en el conjunto B a
una relacién de dependencia en la que a cada ele-
mento x de A le corresponde un Unico elemento y de B.

pube:\\8oo A\ NEBHINS

Se simboliza mediante la notacién:
f:A->B

xoy=f(x)

Ademds, una de las no-
taciones mds utilizadas

5 s es: y=f(x)

ic)

? AN

2K .,_..,.@ meiosis i @ Que se lee «y es igual a f
Ea 5 : e eion : de x», esta notacién no sig-

/e nifica «f multiplicado por
X», SINO que es una manera
de indicar que y correspon-
R deax




Expresién analitica de una funcién

Al conjunto A se le llama conjunto de salida y al conjunto B,
conjunto de llegada.

Si un elemento x del conjunto A se corresponde con un ele-
mento y del conjunto B, decimos que y es la imagen de x
por la funcién f, o que x es una antiimagen de y por la fun-
cion f.

En la figura se representa una
funciénmediante diagramas de
Venn.

Observa que todos los elementos
de A tienen una Unica imagen,
pero que no todos los elementos
de B han de tener antimagen, ni esta ha de ser Unica.

Una funcién se puede interpretar mediante una expresion
matemdtica que permite calcular las imdgenes de los ele-
mentos del conjunto de salida y las antiimdgenes de los ele-
mentos del conjunto de llegada.

Esta expresion matemdtica se convierte en una «férmula»
que se deriva del lenguagje algebraico; por ejemplo, con-
siderando la situacién de funcién en los nimeros reales, al
asignar a cada numero redl el triple del cuadrado de un
numero aumentado en 5. Es posible definir la funcién.

f:R>R
x+ f(x) =3x%-5
Cdlculo de imagenes
En la funcion anterior f:x~ f (x) = 3x%*-5

Para calcular la imagen respectiva de cualquier elemento
x del conjunfo de salida, basta con sustituir el valor conside-
rado para x.

Six=-1; f(-1)=3(-1)*-5=-2
Asi, -2 eslaimagen de -1.

Escribiremos: f (-1)=-2

1. Considerando las siguientes funciones, calcula sus respectivas

imégenesparox=-1;x=0;x=1;x=%;x=\/5
a fix-=f(x)=4x> +2
b. g :x—-g(xX)=-2x* +2
c. h :x—-h(x)=V2-2x

Y TAMBIEN: |&?

Lenguaje matemdtico

Las funciones suelen repre-
sentarse por las lefras f, g, h...

Y TAMBIEN: |&?

Variable independiente
y variable dependiente
En la expresion:
y=F®
* A x se le llama variable in-
dependienfe.
* Ay se le llama variable de-
pendiente.
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Y TAMBIEN |

Goftfried W. Leibniz

Matemdtico aleman (1646-
1716).

Miembro  fundador, entre
ofras, de la Academia de
Ciencias de Berlin. A él se
debe el término funcién, asi
como buena parte de la
notacién que hoy en dia uti-
lizamos en el estudio de las
funciones.

http://www.biografiasyvidas.com/
biografia/l/leibnizhtm
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Ejemplo 2

Cdilculo de antiimdgenes

Para calcular la antiimagen o las anfiimégenes de cualquier
elemento y del conjunto de llegada, debemos reemplazar,
esta vez, el valor considerado para y.

En lafuncién: f:x - f(x) = 3x*- 5, Siy =4, fenemos que:

4=3x*-5 Reemplazamosdey =4

9 =3x? Transponemos - 5
% =x? Dividimos para 3.
E = [x]

+3=x

Luego - V3 y V3 son las antiimagenes de 4
Escribiremos: f1 (4)={-V3,V3}

Escribimos la expresion ana-  « Para calcular las anfimd-

ltica de la funcidén f que genes de y = -4 debemos
asigna a cada ndmero real sustituir y =f (x ) por - 4 y
el friple de su cuadrado, dis- despejar x en la expresion
minuido en una unidad. flx) = 3x2- 1.

¢ Calculamos laimagen de
1 por f.

¢ Calculamos las anfiimége-
nes de -4 por f.

Se tiene:
4 =3 -1> 3x = -3
> % =-1> [x] =V1

3 - =>x=+V-1 ¢R
La expresion andlitica de la

funcion es: f (x) = 3x* - 1. Luego, - 4 no tiene ninguna
antiimagen real. Escribire-
¢ Para calcular la imagen mos: fi(-4) =0
de x =1 sustituimos x por
1 en la expresion analitica
de f:f(1)=3x12-1=2

2. Sean las funciones siguientes, determina las anfiimagenes
para-1,0,1, 2.

a fix-ofx)=2x*-2 b. fix->f(x)= ‘/3—5-4)(2
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Grdfica de una funcién

Dada una funcién f, se dice que el dominio de f son to-
dos aquellos valores de x para los cuales estd definida la
funcién. Por fanto para cada elemento de x que pertene-
ce a ese dominio, podemos considerar al par (x, y), donde
y = f(x). Se simboliza como: D(f)

Observa los ejes de coordenadas de la figura. Representa-
mos en el eje de abscisas el conjunto de valores de x, y en el
eje de ordenadas, el conjunto de valores de y = f(x).

La gréfica de una funcién f es la representacién en
unos ejes de coordenadas de todos los pares de la for-
ma (x, f(x)), siendo x un elemento del dominio de f.

En la préctica, no es posible representar todos los pares
(%, f(x)). ya que, en general, son infinitos. Por ello, se suelen
representar unos cuantos puntos significativos y trazar el res-
to de la gréfica segun las propiedades de la funcién.

Representamos graficamente la funcién f:x - f(x) =2x— 1.

Construimos una tabla con varios pares de valores:

X 01 2 Y:
yv=fx|-11 3 2}
&) | (0-1);(11);(2,3) 2

1

Al representar estos pares de valores en
unos ejes de coordenadas, se obtienen -1
puntos alineados

Asimismo, la grafica de una funcién permite hallar faciimente sus
imagenes y antiimagenes.

Sea f la funcion representada en la figura. Hallemos:

dos puntos de ordenada 1 cuyas abs-
cisas son —1y 1. Luego:

\
1
1
a.laimagenpor fdex=-2yx=2. i i
Y 1
b.Las anfimagenes por fdey =—1ey=1. b i
Resolvemos: Ny \ i
1 m 1 |
a. Los puntos de la gréfica de abscisas —2 DRI :
y 2 fienen ordenada 4. Luego: e :
1 h 1
f(2)=4;f@)=4 ' - |
2
b. No existe ningln punio de la grdfica -1t i
de ordenada —1, mienfras que hay 2+ !
l
I
l
]
]
/

D=1 =-1,1

Ay=S()

<

T

1

1

i
3
AN
X
S

R eSS R AR e Aa A

| Fig. 2.

Y TAMBEN: |&?

Al representar gréficamente
una funcién no siempre se
obtiene un trazo contfinuo. En
estos casos debemos indicar
si los punfos donde el frazo se
interrumpe pertenecen o no

ala grdfica.
Observa:

%/x
M Fig. 3.

Los puntos sefialados con el
simbolo @ pertenecen a la
grafica de la funcion.

Los puntos sefalados con el
simbolo () no pertenecen a
la gréfica de la funcién.

v

3. Representa graficamente
las siguientes funciones:

a f:xof(x)=-2
b. f:x-f(x)=-2x+5

c. f:x-f(x=x*-2x-3

Prohil
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Y TAMBIEN: |8

La siguiente grafica no repre-
senta ninguna funcién, pues-
fo que a un elemento del do-
minio le corresponde

mds de una imagen.

M Fig. 4.

Una grdfica representa una
funcién si y sélo si cualquier
recta vertical corta a la gré&-
fica, como mdximo, en un
punto.

X -1 0 3
f®) 0 1 2
xf(®) (10| (0,1) | (32)

M Tobla 1.

Ejemplo 5
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Determinacién gréfica del dominio y el recorrido

Dada una funcién f, se dice que su recorrido son fodos los
valores definidos de "y" para los cuales le corresponde, a
cada uno de ellos, un valor de x deferminado que pertene-

ce a su dominio. Se simboliza como: R (f)

Para determinar el dominio y el recorrido de una funcién a
partir de su grafica, nos fijaremos en todos los pares de nu-
meros reales de la forma (x, y) representados.

* Un ndmero real x = a es del dominio de una funcién siy
sélo si la recta vertical x = a corta a la gréfica en un punfo.

* Un numero real y = b es del recorrido de una funcién si
y sélo si la recta horizontal y = b corta a la grdfica en al
menos un punto.

Hallar el dominio y el recoriido de la funciéon f:x-f(x)=vx+1y
represéntala graficamente.

* Deferminemos el dominio y el recorrido a partir de la gréfica y
comprueba que coinciden con los hallados previamente.

Para que la imagen de x por la funcién f sea un nimero real, es ne-
cesario que el radicando sea positivo o cero, es decir, x+ 1 = 0. Por
tanto, el dominio es:

D(f)=[-1+)
Sélo son imdagenes por la funcién los nimeros reales positivos o cero,
es decir, y = 0. Por fanfo, el recorrido es:

R(f)=[0,+)

Para representar gréficamente la funcién, construimos una tabla
con unos cuantos pares de valores:

Al representar estos pares de Y|
valores en unos ejes de coor 3
denadas, obtenemos diversos 2

puntos del plano situados sobre

un arco de pardbola.

Observa que una recta vertical 2 1 12
x=a corfaala gréficasia= -1, =

Yy una recta horizontal y = b cor

ta ala grdfica sib = 0. Luego, el

dominio y el recorrido coinciden

con los hallados previamente.

\
1
1
|
1
|
I
I
1
1
|
I
I
]
1
1
1
I
1
1
I
1
|
|
1
I
I
|
I
|
I
I
1
1
]
1
I
|
1
|
|
|
]
|
!
]
1
|
|
!
I
|

/

/

A

A A

Y Y-
3 3
k
74 2
1 1

G
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zb;{:/
!
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w N =
&
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1.2. Tipos de funciones

Veamos a continuacién algunas caracteristicas de las fun-
ciones que podemos extraer a partir de la observaciéon de
su grdfica.

Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

Observa en la figura 5 las gréficas de g: x = g(x) = x% y
h:x - h(x) =2x:

— Podemos frazar al menos una recta horizontal sobre la
grdfica de la funcién g que la infercepte en mas de un
punto. Y g

g(x)=x

Asi, si consideramos la recta horizontal y = 4, vemos que T
existen dos elementos diferentes del dominio de g, x = -2 rat
y x = 2, que tienen la misma imagen, g (x ) = 4.

— Cualquier recta horizontal que fracemos sobre la grafica
de la funcién h la intercepta como méximo en un punto.

Asi, sea cual sea la recta horizontal que consideremos, gt trg gy shHe
vemos que no existen elementos diferentes del dominio FET
de h que tengan la misma imagen.

h (x)=2x
Una funcién f: A~ B es inyectiva si dos elementos distinfos i
cualesquiera de su dominio tienen imdgenes distintas por ! h
£ es decir, si se cumple: 3

VX, X,EA X, X 2 f(x) # f(x,)

Luego h es inyectiva, mientras que g no lo es.
Considera de nuevo las funciones representadas en la figura &:

— El recorrido de g es el conjunfo de los nimeros reales ma-
yores o iguales que cero, es decir, R (g) = [0, + ).

— El recorrido de h es el conjunto de fodos los nimeros rea- / -1
les, esdecir, R (h) =R -

Una funcién f: A+ B es sobreyectiva si su recorrido coin- W Fig. 5.
cide con el conjunto de llegada B:

R(f)=B

Observa en la figura 5 que, si la funcién es sobreyectiva,
cualquier recta horizontal que consideremos corta a la gré-
fica al menos en un punto.

Asi, h es sobreyectiva, mienfras que g no lo es.

Prohibida

Una funcién es biyectiva si es a la vez inyectiva y
sobreyectiva.
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10 y
W Fig. 6.
X f(x)=4x+5 x f(x)
-1 1 (-1,1)
0 5 (0,5)
1 9 (1,9)
| Tabla 1.
= Tabla de valores de la funcién
y=4x+5
muy
W Fig. 7.
x  f®=x &f®)
-2 4 (-2,4)
0 0 (0,0)
2 4 (2,4)
| Tabla 2.

= Tabla de valores de la funcién

y=x

Andlisis de la tabla de valores

Es un conjunto de valores registrados en una tabla, los mis-
mos que determinan la relacién entre dos conjuntos o mds,
pero que, de manera usual para el estudio de las funciones,
ufilizaremos Unicamente tres columnas de datos.

Recordando el principio de inyectividad, tenemos que:
Six, #x, entonces f(x)# [ (x,),Vx,X,€D(f)

Es decir, al tomar dos valores diferentes de la columna x
(conjunto de partida) registrados en la tabla, los valores res-
pectivos que se obfienen segun la columna (y = 4x + 5), sus
respectivas imadgenes deben ser diferentes.

Asi entonces podemos deferminar si una funcién es inyecti-
va de forma numérica.

Segun los datos de la tabla para la funciény = 4x + 5, pode-
mos observar que, al considerar los valores para x, las imd-
genes obtenidas son diferentes:

f(-1)=1: f(0)=5yque f(1)=6

Por lo que se verifica que la funcién correspondiente es
inyectiva.

Mientras que al analizar los valores de la funcién y = x?,
observamos que: f(-2)=4: f(0)=0yque f(2)=4

Las imdgenes para x = - 2 y x = 2 son iguales, por lo que se
puede concluir que la funcidén y = x* no es inyectiva.

5. Verifica si las siguientes funciones son inyectivas, ufilizando el
andlisis algebraico, grafico y de tabla de valores.

a. g:x—>g(x)=5x+l d fix->f(x)=x"+1

2

b. fix—=f(X)=-4x*+6 e f:x-f(x)=4x-1

c. hix—>h(x) =Vx-3 f. fix— f(x)=3x-2

_____________________________________________________

3
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1.3. Funcién sobreyectiva
Andlisis algebraico

Una funcién f:A ~ B es sobreyectiva si cada elemento de
B es imagen de algun elemento del dominio. Es decir, f es
sobreyectiva si Rec (f) = B; Rec equivale arecorrido.

Debemos tomar en cuenta ademds que la funcién
f:R—R ;x - f(x), tiene como dominio y codominio los nd-
meros reales.

Si tenemos la funcién f : x » f(x)=- x+7, determinamos si es
sobreyectiva.

y=-x+7 Funcién Dato

x=-y+7 Se resuelve para x

Se tiene que el recorrido de f : x = f(x) = R, por ende, la funcién

Andilisis de la tabla de valores
Revisando las tablas respectivas para las funciones:
f:R»R f:A»R ; ACR

xe fx)=x vy X fR)=VX

En la primera tabla que aparece, observamos que todos
los valores del casillero de las imagenes pertenecen al con-
junfo de llegada, por lo que se determina que la funcién es
sobreyectiva.

En cambio, en la segunda fabla si se revisan los valores, es
posible observar que para los valores negativos de X, las
imdgenes respectivas no se encuentran definidas.

Por lo tanto, la funcién f : x = f(x)=+/x no es sobreyectiva.
Andlisis gréfico en diagrama sagital
Una funcién f. X - Y es una funcién sobreyectiva si:
Im(f) =Y
Esto significa que fodo elemento y € Y es la imagen de al

menos un elemento x € A . Es decir, el recorrido de f coin-
cide con el conjunto de llegada.

f

X

Y =1Im (f)

m Fig. 8.

x  f®=x xfX)

(-1.,1)

0.0)

(€Y)

==

(2.8)

M Tabla 3.

Tabla de valores de la funcién

y=x

x| fR=VX &fX)
-1 no def. | no def.
0 0 (0,0)
1 1 (1,1)
2 | 1,4142 | (2,14)
3 1,732 | (3:1:7)

W Tabla 4.

Tabla de valores de la funciéon
y=vVx
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Prohibida su reproduccion

Andlisis Grafico

Grdaficamente, podemos determinar si una funcién es sobreyectiva cuando al determi-
nar el recorrido de forma gréfica, este debe coincidir con el conjunto de llegada en la
funcién propuesta.

Si consideramos la funciéon: f: R—> R, x - f(x)=x>+ 2

Observamos que el conjunto inicial de f es R, ademds que el conjunto de llegada de f es: R.

En la gréfica de la funcién f definida por f: x = f(x)=x?+ 2, al determinar el recorrido de
manera grdfica, tenemos que la imagen de la funcién f es [2, ).

De modo que podemos concluir que el recorrido de la funcién no coincide con el conjunto
final de f; entfonces concluiremos que: f(x) =x*+4 2 no es sobreyectiva.

Ahora bien, analizando la grdfica de la funcién f: R = R, x = f(x) =x3, podemos concluir
répidamente que la funcién es sobreyectiva, debido a que el conjunto del recorrido coinci-
de con el conjunto final.

Grdfica de la funcién Grdfica de la funciéon
¥ y
10 5
5 >
5 5 X

5 0 5 x > 5

Xpy=x*+42 X y=x°

Rec (f) =[2, +oo] Rec (f) =R
f no es sobreyectiva f si es sobreyectiva

6. Analiza la inyectividad y sobreyectividad de las funciones f: R — R, ufilizando los méfodos alge-
braico, grafico y de andlisis de valores.

a fixe f(x) =4x*-2 b. fixe f(x)=Vx+4 (o3 f:x-—»f(x)=-4x+%




1.4. Funcién biyectiva

I Si una funcién f es sobreyectiva y a la vez inyectiva, entonces es biyectiva.

Dadala funcién f: R~ R, x + f(x) = 3x - 2, deferminemos si es biyectiva.

Andlisis algebraico Andlisis numérico Andlisis grafico
3x,-2=3x, -2 e e 5‘
3x,-2+2 =3, : : i

- -1 -5
3x, =3x, > ‘
3)(1 3X2 1 1 5 [ 5 X
33 2
X=X s '

Porlo fanto f esinyectiva | Las imdagenes obtenidas | Se observa que el recorri-
son diferentes, por lo tanto | do coincide con el con-
f es inyectiva. junfo de salida, ademds es
inyectiva.

W Taobla J

Segun el andlisis, podemos concluir que la funcién es biyectiva.

Si una funcién no es inyectiva, no es necesario analizar su sobreyectividad para deferminar
si es biyectiva, o fambién, si no es sobreyectiva fampoco serd necesario verificar la inyectivi-
dad para determinar su biyectividad.

Una funcién no biyectiva puede ser inyectiva o sobreyectiva, o bien, ninguna de las dos.

7. Dadas las funciones, redliza la representacion grafica y determina si son biyectivas analizando el
criterio algebraico, numérico y grdfico.

a fiR=»R b. f:R=R c. [tAPRACSR
x P f(x)=-5%+ 10 xe f(x)=-3x-4 X f(X)=VX+5+2

&
2
Q
2
<
&
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1.5. Operaciones con funciones

En el conjunto de las funciones reales de variable real, podemos definir diversas operaciones.

-]
o
Q
£
L
i

Adicién

Sustraccién

La funcién suma de f y g es la funcién que
asigna a cada ndmero real x la suma de las
imd&genes por la funcién fy por la funcién g:

fregx=(f+8) ® =10 +8x

La funcién diferencia de f y g es la funcién
que asigna a cada numero real x la diferen-
cia de las imagenes por la funcién fy por la
funcién g:

f-8:x->(-8®0=fN-8®

Multiplicacién

Divisién

La funcién producto de f y g es la funciéon
que asigna a cada nimero real x el produc-
to de las im&genes por la funcién [y por la
funcién g:

frg:x=>(f8)(0)=f()-gx)

La funcién cociente de f y g es la funcién
que asigna a cada ndmero real x el cocien-
te de las im&genes por la funcién fy por la
funcién g

I

. _f®
g’ g

®=2®

;8(x)#0

Dadas las siguientes funciones: h: x = h(x)= -x*+ 2x + 3; g: x = g(x)= 4x*- 5x + 2. Calculemos: a. g + h;

b.(g+h)(2);cg-h;d (g-h)(-3)

a. g+h:xe(g+h)x =gkx)+hkx)
=4x2-5% + 2 + (- X*+ 2x + 3)
=3x2-3x+5
=3x%-3x+5

b. Ahora es posible hallar el valor numérico de (g +h) (2)

g+h:xw (g+h)(2)=3(2)-3(2)+5
=12-6+5
=11

C.  Mediante un proceso andlogo, fendremos:
g-h:xw(g-h) (x) =gk -h(x)
=4x%-5x+ 2 - (-x* + 2x + 3)
=4x%-5x+ 2+ x2-2x-3
=5x%-7x-1
=5x%*-7x-1

d. Calculamos el valor numérico.
g-h:xw (g-h)(-3) =5(-3)*-7(-3) - 1

=65

Reemplazamos las funciones hy g
Resolvemos los paréntesis y reducimos términos.
Expresién resultante.

Reemplazamos x = 2
Resolvemos la potencia, el producto y la suma
Encontramos el valor numérico respectivo

Reemplazamos las funciones hy g

Reducimos términos.

Expresién resultante.

Reemplazamos x = -3
Resolvemos la potencia, el productoy la suma
Encontramos el valor numérico respectivo ¥

| Tobla 6




Bachillerato
o Dadas las siguientes funciones: f :x »f(x)=Vx*-x; gx Hg(x)=% Calcular: \:
1
e _ o fea ot s (DNesa L oxes (L :
[l o.fg:xof (f g (¥);b. frgixo(fg) @);c ixeo (= ](X)d —ixo( (2) i
£ g g g g H
9 i
w I
a frgixe(fg)® i
]
=(x-x) - <\/4_i> Reemplazamos las funciones fy g ;
I
!
|
=y 4 X Expresion resultante i
b. Valor numéricode (f-g) (4) i
Ny !
. ( L. 4' 4 ) Reemplazamos x = 4 i
}
T R 1
(%) Resolvemos las potencias. i
}
r— ]
= (% ) Resolvemos la diferencia. i
I
4V3 [
= (T ) Simplificamos el radical !
I
]
=3 simplificando la fraccién !
}
}
f < f ) i
& = =
g X g ( ) i
W -x Reemplazamos las funciones fy g i
1
% Realizamos el producto de medios y extremos !
I
_ x-x Simplificamos la expresién :
Vx| :
=4x-1 E
d. Calculamos el valor numérico. ]
fo (] i
3 X (g_> 2)= 4V(2)-1 Reemplazamos las funciones fy g !
}
i
= 4T Resolvemos la potencia y la diferencia !
)
I
—4 i
,’
|
i 8. Dadas las siguientes funciones: h:x - h(x)=-Vx; g:x- g(x) =4x2+ % 3 fixo f(X) =5%2- % s
i suponiendo que f(x) # 0 Ag(x) # 0. Calcula. 3
| e
! ah+g ch+2g eh+2g 9 F i (T>(2) 2
] 8
i
i 2
I
I
I

o
=
]
o9
=
o9
|
+
B
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Dominio resultante de las operaciones con funciones

c
Q
g
]
2]
a
o
2
o]
2
IS
<}
&

Cuando se combinan las funciones a tfravés de las operaciones indicadas anteriormente, se
producen nuevas funciones cuyo dominio fambién es diferente para el inicial en cada uno de
las funciones, debido que al combinarse una funcién con otra, el dominio resutfante serd la
interseccién de los dominios de las funciones que intervienen en la operacion.

Asi entonces, segun la fabla:

Operacién

Dominio

Adiciéon | (f + g) ()= f (%) + g(x)

Dom (f + g) = Dom (f) N Dom(g)

Diferencia | (f -g)(x) = f (x) + g(x)

Dom (f- g) = Dom (f) N Dom (g)

Producto | (f - g)(x)= f () - g(x)

Dom(f- g) = Dom (f) N Dom(g)

(£) oo =L

Cociente E

g(x) Dom (é): Dom (f) N Dom (g) - {x e R/g(x) = 0}

1. Dadas las funciones:  f:x+e f(x)=V(x-2); g:x—g(x)=

Dominio de f

Sea f(x)=Vx-2

Por la propiedad de los radicales tenemos:
x-2=0 porloquex=2

Enfonces :

Dom (f) =[2; )

Determinamos el dominiode g

1
Sea g (x)= x+3

Por la propiedad de las fracciones tenemos:

x+3#0 porloquex#-3

W Tabla 7

1
x+3

Entonces :
Dom (g) = (-0;-3) U (-3; )
< o) >
e ] | || [ ——
-0 - T T T T T T » + oo
-5 4 -3 -2 -1 0 1: 2 3 4 5

m Fig. 11. Dom (f) N Dom (g)=[2; ) .
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Composicién de funciones

Podemos definir ofra operacién, diferente a las anteriores, llamada composicién de
funciones.

Considera las funciones f(x)=x+ 3y g(x) =x?- 1, y un nimero real, por ejemplo, x = 2. Pode-
mos calcularlaimagen de 2 en f, conlo que obtenemos f(2) =5, y a continuacién, hallar la
imagen de 5 en g, es decir, g(5) = g(f(2)) = 24.

Sea: x=2-f(2)=5-g(f(2)=24

En general, dadas dos funciones f vy g, la funcién que asigna a cada x el valor g (f (x)) se

denomina funcién compuesta de fy g y se escribe g f.
gef

PN
x=f(x)-g(f (%) (8°f) x)=8(U ()

Para resolver ejercicios de composicién de funciones se debe considerar que si se escribe
(f e g)(x) ., la funcién gingresa a la funcién f, es decir, (f ° g)(x) = f( g(x))

1. Dadas las funciones:

\
2 a
o ORTEHCEES ;
Q
ISl Calculamos a. (f e g)(x) ¥ ;b. (f ° 8)(X) |
1%‘ ! * La funcién compuesta de
. (fo8) ) = f(&(x) b NH®=gf®) | | fy g s escribe invirtiendo
! el orden, g o f, para que
_{]/x\ _Vx ! coincida con el de la ex-
B (I) 4 i presion g (f (x)).
I
% ! * Lanotacidn ge f selee g
=z ! compuesta con f
I
i
La funcion g “ingresa” a f. La funcién f “ingresa”ag. | |
W Tabla 8 ,:
Valores
Concluimos que la funcién compuesta no cumple con de

la propiedad conmutativa; feg #go f. Ingreso

£l
o

Valores
de
Salida -

W Fig. 12,
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Introduccién

Una sucesion es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales: {1, 2, 3 ...}.
Sucesién de Fibonacci

Lasucesion 1,1, 2,3,5,8, 13, ...

enla que cada término, excepto los dos primeros, se halla sumando los
dos términos inmediatamente anteriores se encuentra en numerosos
elementos de la naturaleza.

Asi, la disposicion de las hojas alrededor del fallo en algunas plantas o
la colocacién de las semillas en la flor del girasol se produce segin los
términos de esta sucesion.

Esta sucesion es conocida como sucesion de Fibonacci, por ser este ma-
temdtico italiano el primero en describirla.

2. PROGRESIONES ARITMETICAS

Una progresién aritmética (o por diferencia) es una sucesién de términos de tal manera que,
para obtener el siguiente término a partir del anterior, aumentamos un mismo nimero que pue-
de ser positivo o negativo, al que se llama diferencia (d).

o
o
fee
2
o
=
=)
2
>

Término n - simo

Es el Ultimo término considerado en una progresion. La expresion que permite calcularlo es:

a, =a +(n-1)d

Una progresion aritmética se determina totalmente si se conocen los componentes de la progresion,
como son: primer término (a,), diferencia (d) y el nimero de términos (n).

Asi, | ej lo ] :
si,ene ejifgpo eneféos 6 % Y TAMBIEN:

Ley de Titius-Bode

Es una sucesién con la cual
se predijo en 1766 la existen-
cia de un cuerpo celeste
entre |la orbita de Marte y JU-
piter; ahora conocido como

W Fig. 14. Et‘f;::j/goo.gl/ec%Hg
Primer término: (a) =32
Diferencia: (d =6
Ultimo término: (a) =56 .

NUmero de férminos: (n) = 5

1
1 1
1 1
1 1
1 1
— < 1 1
Progresién n a, d a, ‘: : :
<t
'; -.1,3,57,911,13,.. 7 1 2 13 i :
ol | -.-100, -200, -300, .. 3 4100 | -100 | -300 E I I
1 1
g 1 1 3 1 1 3 | 1 Enelsiguiente porfal web po-
ol - - =0, =, 1,5 5 -7 i i i | drdsencontrar algunos ejem- |
2 2 2 | .

i 1 plos de como se aplican las 1
~Xx+1,3x+55%x+9,.. 3 x+1 | 2x+4 | 5x49 i | progresiones aritméticas en |

1 . T

la vida d K

mibla12 || Vi:;ta' e |
Las progresiones arifméticas pueden ser crecientes o decrecientes, | | : 4
dependiendo de la constante (diferencia) con la que se redlice la | 1 hftp;//goo.gl/HPC7Vy i
Il 1 1
/ 1 1

progresion.
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Término general de una progresiéon aritmética

La férmula del férmino general de una progresion aritmética
(a,) se encuentra sin mds que observar que:

a,=a +d
a=a,+d=(a,+d)+d=a +2d
3 a,=a,+d=(a,+2d)+d=a +3d
Y TAMBIEN: |&! v ! !
. a=a,+d=(a +3d)+d=a +4d
{Coémo hallar la diferencia?
Se encuentra la diferencia en-

fre el fémino consecuente y Nétese que en todos los casos, el término correspondiente
AaniReRdenie; es la suma de dos cantidades:

* La primera es siempre a;
* La segunda es el producto (n-1) d

a =a +(m-1)d

[fii77680 ljooarit

Todos los férminos de una progresién aritmética pueden obfenerse
a partir del primer término y de la diferencia.

Infuitivamente al pensar en :
una progresién, a la vista salfa !
laidea de que es una serie de !
«cosas» que son ordenadas !
:
]
I
]
1
[}

de forma ascendente o des- +d +d +d +d .. +d
cendente y que tienen cierta /'\ /'\ /'\ / \
caracteristica o caracteristi- i 5 5 a 3

‘ 1 -3 3 4 h
cas en comun. \

1. Deferminemos el 25.° término de 0, % 1, % 2. Deferminemos el 35.°témino de los mlfiplos de 3. |
) ) ) ) Primera idea: Calculamos la diferencia de la pro-
Primera idea: Calculamos la diferencia de la pro-

) gresion.
gresien. Al ser multiplo de 3, la diferencia serd 3.

—1.2.,4=-1
d—1-§=>d— 3

O

o
o
£
o

o2

Segunda idea: El 35.° término coincide con el Ulfi-
Segunda idea: El 25.° témino coincide con el Ulti-  mo término, por lo tanto n = 35.

mo término, por lo tanto n = 25. Por lo que tendremos:

Por lo que tendremos:

1

a,=0d=7;n=25a,=7? a,=3;d=3;n=35;a, =7
? a,=a+@n-1)d a=a+(n-1)d
8 _ 1 a=3+(35-1)3 Reemplazamos los datos.
5 an—0+(25-1)§ i _
5 a=3+(34)3 Resolvemos la diferencia.
9 1

a,=24 3 a=3+112 Resolvemos el producto.

2
a =8 =115 Resolvemos la suma.

Prohibid




Suma de los términos de una progresién aritmética

En varios ejercicios numéricos de progresiones, es posible
determinar la suma de los términos de manera directa, por

ejemplo en la progresién:

,.4,6,810

La suma de los términos serd: 28

Pero existirdn algunas progresiones cuyo nuimero de fér-
minos sea mucho mayor, por ello, para calcular la suma
S.=a, +a,+a,+a,+..+a, _, +a delosn primeros tér-
minos de una progresiéon aritmética, podemos calcular me-

diante las expresiones:

n
Sn =7 (31 -+ an)

Sn =% [2a, + (n-1)d]

Esta expresion se utilizard
cuando en los datos se
disponga del nimero de
términos (n), del primer
término (a,) y del Ultimo

En cambio, en esta expre-
sién se debe disponer del
ndmero de férminos (n),
del primer término (a,) Yy
de la diferencia de la pro-

T ey 240

Y TAMBIEN: |

Segun la tfradicién, el proble-
ma de hallar el valor de la
suma de los cien primeros
ndmeros naturales fue plan-
teado en 1787 por un profe-
sor a su clase de ninos de
diez anos, para mantenerlos
ocupados un buen rafo. En
esa clase se encontraba el
que fue llamdo «principe de
las mafemdticas», el alemdn
Carl F. Gauss.

Gauss observé que si suma-
ba el primer término con el
ditimo, el segundo con el
penditimo, el tercero con el
anfependitimo y, asi sucesi-
vamente, obtenia siempre el
mismo resulfado.

123 4 97 98 99 100

W Fig. 15.
1+100=101
2+499=101
3+98=101

Asi, dedujo que la suma de
los cien primeros numeros

naturales es:

término (a ).
= 10150 = 5050

gresion (d).

MW Tabla 13 W Tabla 14

12. Defermina el n - término, seguin corresponda.  14. Defermina el n - término, seguin corresponda

a 9notérmino de 7,10, 13, ... a. 7.°término de 7,10, 13, ...
b. 25vo término de -6, -3, 0,... b. 15°téminode -6,-3,0, ...
c. 11vo término de 1, i, % o ¢ 21°términode 1,4 3
e
d 29votémino de -1, -4,-7, ... d. Una progresion aritmética comienza por

13. En cada una de las progresiones siguientes, halla
la suma del nimero de téminos que se indica

2, termina por 3 y su diferencia es 1/10.
¢ Cudntos téminos hay en la progresiéon?

a 3,69, .. (n=11) 15.En cada una de las progresiones siguientes |
halla la suma del nimero de términos que se |
b. 6,4,6,3,2,.. (n=15) indica !
I
¥ 1. 2 - I

s S e e n=21 a x,X+yx+2y n==6
$°2°3 ( : b. 4,8, 12 ( 1:) E
d X-y,%x+y, (n=6) CERe g :
c. 8,4,0, (n=15) |
I
L 1 2 ]
s = — n=15 |
\ L5 (n=15) |
I
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2. PROGRESIONES GEOMETRICAS

Considera la sucesion: 3, 6, 12, 24, 48, ...

Si calculamos el cociente enfre cada uno de los tférminos y
su anterior, excepto el primero, obtenemos siempre el mismo
resultfado:

6_12_24_48 _ _,
376 127 2477

Diremos que esta sucesién es una progresion geométrica

de razoén 2.

Una progresién geométrica es una sucesion en la que
el cociente entre un término cualquiera, excepto el pri-
mero, y su anferior es una cantidad constante. Esta can-

Y TAMBIEN: H fidad constante se llama razén de la progresion y se

representa por r.
En una progresion geométri-
ca se cumple que cada tér-
mino, excepto el primero, se 3.1. Término general de una progresién geométrica
obtfiene multiplicando el an-

terior por la razén de la pro- En una progresién geométrica podemos obtener fodos los
gresion. términos a partir del primer término y de la razén. Observa:
- i s a=a
Nv»\ a,=arr
a=a-r=(a -r)-r=a, -r?
a, a, a, a, 3 2 ( 1 ) 1
| Fig. 16. a,=ayr=(a r’)'r=a - r
Para determinar la razén en 3
una progresién geométrica ag=asr=(a,'r’)-r=a-r

dada, se utiliza el cociente,

debido a que es el proceso Cada término de la progresidon se obtiene multiplicando el

inverso del producto, enfre primer término por la razén elevada al ndmero que indica el
el término consecuente y lugar que ocupa dicho término, disminuido en una unidad.
precedente.

Por tanto, la expresion de un término cualquiera a_ es:

— spn-1
aj=@a =r

@l 1. . Cudl es larazén de la progresion? 3, 1,% 2. En la progresion geométrica: ‘:

& 1

KBl Construimos dos términos adicionales . ; '

[ . . & E B Determinemos la razén y el !

_g Determinamos la razén enfre 1y 3. r= 3 "2"4 78  quintotémino. !

Ty e 2 . .z !

= il Muttiplicamos por el Ultimo término en la progresion 5 !
8 4 i
3 y determinamos el cuarto Término%. Luego el quin- r= % Determinamos la razén entre % y % ]
ol = 1
e fo término. 21—7 2 ]
2 1 G % !
Resulfa enfonces: Resulta r = por lo que el quinto término se ob- i

8 el oL L tiene al multiplicar - por L., ]

39 27 8 2 !

T 9 ]

Enfonces a; es 16 ]
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Obtencién del término general

Una progresiéon geométrica queda completfamente definida si conocemos el primer térmi-
no vy la razén, debido a que para obtener los siguientes términos, basta multiplicar el ditimo
término registrado, y para obtener los anteriores delbbemos dividir segun lo explicamos en la
seccién anterior.

Supongamos que tenemos una progresion
cuyo primer término sea 3 y su razén res-
pectiva sea 2. Entonces ¢(Cémo hallario-
mos el término a,.?

; - g

llustrando la situacién fenemos: 2

g

razén =2 '

Q

| 2

-2 -2 -2 ’ =

- -> - N :
& \ * Euclides. Precursor de las
a=3 a=32' a=32% a=32 .. a,=32" proporciones continuas

M Fig. 17.

Para pasar del primer término (a,) hasta (a,,). son necesarios 24 términos.

Para ir encontrando los siguientes términos, se deberd ir multiplicando por 2;
aquello supone que tendremos enfonces 224, debido a que es necesario obte-
ner los 24 términos que ya mencionamos. Asi entonces, podemos escribir:

a, =3*%2%, a, =3*16777217 = 50 331 648.

16. Halla la expresion del término general y el valor del término a,, de la siguiente sucesion.

£

e en caso de que sea una progresion geométrica.

1.4 1
2’4’8’

[

N

1 1
17. Escribe los diez primeros términos de una progresion geométricade razén r = 3Ya =2 E
]

g
£
z
o
&
£

&
2
2
£
&

= Ejemplo de progresion geométrica.
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5
g
]
S
8
2

Y TAMBIEN: |

Cuenta la leyenda que un
poderoso rey tuvo un maes-
tro de ajedrez al que estaba
muy agradecido por haberle
iniciado en estfe juego.
El rey ofrecié al maestro una
recompensa, y éste pidid
todo el frigo que se pudiera
reunir colocando un grano
en la primera casilla, dos en
la segunda, cuatro en la fer-
cera, y asi sucesivamente
hasta la casilla sesenta y cua-
ro del fablero de ajedrez.
El rey acepté gustoso, pues
pensaba que con un saco
de frigo recompensaria al
maestro.
Pero su gran sompresa fue
que, al confar los granos de
rigo necesarios, se dio cuen-
ta de que no habia suficiente
frigo en el pais para recom-
pensar al maestro. Cémo
era posible?
¢ Calcula las foneladas de
frigo necesarias para re-
compensar al maestro, si
consideramos que un gra-
no de frigo pesa aproxima-
damente 0,0496 g.

o
o
o
£
0
w

3.2 Suma de los n términos de una progresién geométrica

A continuacién, deduciremos una expresién que nos per-
mitird obtener la suma de n términos de una progresiéon
geométrica sin necesidad de calcularlos.

Seaa,a,a,a,.,a,_,a,. Una progresion geométrica y re-
presentemos por Sn la suma de los n primeros términos:
S,=a, ta,+a,+ta,+..+ta_ +a,
« Multiplicamos por r dicha expresién
S =x a rea, e a reast wobnea Hrea,
=a,+a;+a,+..+a +a -r
» Calculamosr-S —S:
r-§ =a,+a,+a,+..+a +a -r
S,.=a +a,+a,+a,+..+a +a

r-S -S =a-r-a
n n n 1

» Sacamos factor comun S,y despejamos:

Sn(r-1)=a r—a =S = —an-r-lal
r-
Puesfoquea_ =a, r™*, Sn puede expresarse también como:
s (a, r™)r-a _a-rt-a e a, (r*-1)
m r-1 r=l, n r-1

Por tanto, para sumar cualquier nimero de términos de una
progresion geométrica, nos es suficienfe con conocer a, y r.

. . P . \
Hallemos la suma de los seis primeros términos de una progre-

|

sién geométrica cuyarazénesr=3ya, =1. E
1

]

n_ 1

Aplicamos la formula s = _alfrl_l) E
1

1

_ a(r°-1) _ 1(3°-1) e ]

S, 7 i S, =364 ;

18. Calcula, la suma de los quince primeros térmi-
nos de una progresién geométrica cuyo primer
ftérmino es a, =3y cuyarazén esr = 2.

20. De una progresion geométrica se sabe que
la suma de sus diez primeros téminos es
S, = 29524 y su razén, r = 3. Halla el primer
término.

19.De una progresion geométrica se conoce

a, =128 y r = 4. Calcula la suma de los ocho

primeros téminos.

21. De una progresién geométrica se conoce
r=2ya, = 768. Halla la suma de los diez ;
primeros términos. :
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2. LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Los términos seno, coseno y tangente los hemos escuchado dentro del compendio formal de frigono-
metria, utilizdndose los cocientes de cada funcién para resolver tridngulos rectdngulos.

En el eje horizontal, disponemos la variable independiente (x), cuyos valores ingresados son medi-
das de dngulos, en radianes y en grados, para contribuir en la comprension. Mientras que en el gje
vertical, ubicamos los valores que se obtiene luego de ingresar los datos en la funcién, los mismos
que son valores numéricos expresados en la forma racionalizada, que son elementos de la variable
dependiente (y).

2.1. Grdfica de la curva trigonométrica seno

Funcién seno

Veamos cémo podemos definir una funcién que asigne al valor de
un dngulo, medido en radianes , el valor de, por ejemplo, su seno. < (el e
Observa la figura. Dado un dngulo «, el valor de su seno viene
dado por la ordenada del punto P.

La funcién que asigna a la variable independiente x (x es a en radianes
en la siguente tabla) el valor f(x) = sen (x) se llama funcion seno.

W Fig. 3. v

En esta ocasién, analizaremos las caracteristicas particulares que presenta la funcién seno, definido
por f(x)= senx, revisando la tabla de valores y representacion grafica en un periodo fomado desde
0a2m(0a360°).

0 e ™ — 2m
2 2
Valores de X
(grados) 02 30° 60° 90° | 120° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330°| 360°
fe=senx N 1 |vT T |+ B 1| v B vT| 1 [
2 2 2 2 2 2 2

2
(x,sen (x) {(0,0);(11 %)'(% ‘/;_3-); (1, 1)( 2m ﬂ)(ﬂ i)('n: 0);( ZA10 = .L) ;(

W Tabla 1.

MW Fig. 4.

Una funcién f es periddica de periodo T si existe un nimero real positivo T tal que, para cual-
quier x del dominio de f, se verifica: f (x + T) = f (x)

Si T es un periodo de la funcién, también lo serd un multiplo cualquiera de T. Al minimo valor de T que
cumple la definiciéon anterior se le llama periodo fundamental.

be)
g
Q
Q
8
2
o]
£
Q
&

Las curvas trigonométricas tienen la particularidad de ser funciones periddicas, en la ilustracion se
muestra el andlisis de un periodo horizontal (21).
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Caracteristicas de la funcién trigonométrica seno

A continuacioén, describimos las caracteristicas de la funcién, seno definido por f(x) = sen(x)

sen:x - f(x) = sen (x)

Dominio: Los nimeros reales

Recorrido: [- 1; 1]

Intersecciones con el eje horizontal x: (0,0), (1r,0), (21 ,0)...
Intersecciones con el eje vertical y: (0, 0)

Es una funcién continua.

La funcién es simétrica con respecto al origen.

No presente asinfofas.

No es una funcion inyectiva.

No es una funcién sobreyectiva.

Maximo relativo: ( ™ )

— il
2

Minimo relativo: (3_1( _1)
2

H Tobla 2.
Ademds de las caracteristicas descritas, analizaremos los intervalos de monotfonia (creci-
mientfo y decrecimiento) y concavidad en la siguiente tabla.

Cuadranfe = Variaciéon eje horizontal = Variacion eje vertical Concavidad
® ()]
I Entre 0 a % Crecede0al Coéncava hacia abajo
I Entre -12t—q T Decrecede 1 a0 Céncava hacia abajo
11 Entre T a % Decrece de 0 a -1 Céncava hacia arriba
v Entre 32—'" aon Crecede-1a0 Coéncava hacia arriba
M Tabla 3.
Lagréfica de la funciény = sen (x) , descrifaenmésde un | | | & [

periodo, que constituye una cima 'y un valle. prpd) |

5. Representa graficamente, sobre papel milimetrado, fres perio-

dos de lafuncién sen:x - f (x )= senx en el infervalo [0, 6. v: % fa V /\/n ;\/,.
A NN VW

=
i
EEE
yg=

http://goo.gl/SBc3e7

-
&
o
Prohibida su reproc
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2.2.Grdfica de la curva trigonométrica coseno
Ala funcién coseno se denota con cos.

Examinemos ahora las caracteristicas particulares que presenta la funcién coseno definido por
f(x)= cosx, indagando la tabla de valores y representacion grdfica en un periodo tomado desde 0
a2m (0a360°). y 4

Funcién coseno P

Vamos a definir ahora la funcién que asigna al valor de un dngu- 1

lo, medido en radianes, el valor de su coseno.

Dado un dngulo a como el de la figura, el valor de su coseno vie- o 0
&

®y

ne dado por la abscisa del punto P. COS X

La funcién que asigna a la variable independiente x (x s a en rad
enla siguiente tabla) el valor f(x) = cos x se llama funcién coseno.

W Fig. 6. L 2
Valores de X
60° 120° | 150° [180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°

(grados) 30°
f(x)=cosx i E
2
n V3

N[ =
=)
'

NI

kel Byl | ERES

2 2 2
_AUER (e L
2 3

et QIR PN BT e

( 3m 0) ( L.y %)( %%) (2m1)}

Representacién grdfica de la funcién coseno en el intervalo (0;27) B Tobla 4.
y = cos (x) N Méximo
Maéximo relativo 2m 1

relativo

Minimo
m-1
M Fig. 7. 2 relativo

y=cos (x) Caracteristicas de la funcién trigonométrica coseno
Maximo Maximo
relativo relativo cos: x = f(x) = cos (x)

Dominio: Los nimeros reales

Recorrido: [- 1; 1]

Infersecciones con el eje x: ( 0) (3T[ 0)
) ;

Infersecciones con el eje y: (0, 1)
Es una funcién continua.
La funcién es siméfrica con respecto alarecta, x=0 o con respecto al eje y.

Minimo
relativo
B No presente asinfotas.

be)
g
Q
Q
8
2
o]
£
Q
&

No es una funcion inyectiva.

No es una funcién sobreyectiva.
Mdaximo relativo: (0, 1) y (2, 1), ...
m Tabla 5. | Minimo relativo: (, -1), ...

M Fig. 8.
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Caracteristicas de variacién de la funcién trigonométrica coseno (crecimiento y decreci-
miento) y concavidad

Cuadrante Variacién eje horizontal (x) Variacién eje vertical (y) Concavidad
I Enfre 0 a :— decrece de 1 a0 Céncava hacia abajo
II Entre % am Decrecede 0 a-1 Céncava hacia arriba
il Entre ma 3711 Crecede-1a0 Coéncava hacia arriba
% Enfre 3711 azn Crecede0al Cénecava hacia abajo
Comparacién grdfica de las funciones seno y coseno W Tabla 6.
AY = sen(x)
y = cos (x)
— Ssen
s GUS
W Fig. 9.
Seno Coseno
Dominio XxER XER
Recorrido yE€[-1,1] yE[-1,1]
Interseccién eje X
(0,0); (T0); (2m,0), ... (—’2‘— ) y (37" , o) »
Interseccién eje Y (0,0) ©,1)
Continuidad Si es continua Si es continua
Simetria Respecto al origen Respecio a larecta x=00 con respecio al ejey
Asinfotas No No
Inyectividad No No
Sobreyectividad No No
Maximo relativo ( i 1) 0,1y @m1),..
200l
Minimo relativo ( 3w 4 ) (m,-1), ...
Infervalos de crecimiento xe [0, ™ ] v [E 21[] xe[m 2n]
2 2 !
Intervalos de decrecimiento xe| =, 3n] xe[0, [
202
¥ . f T 3n
Céncava hacia arriba (m2m),.. XE [7 A
Céncava hacia abajo 0m), . sz [0‘ % [ U ]371r' 21:] -

W Tabla 7.
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2.3. Grdfica de la curva trigonométrica tangente
Analicemos las caracteristicas exclusivas que presenta la funcién fangente, denotado por tan y defi-

nido por f(x) = tan x, analizando la tabla de valores y representacion gréfica en un periodo tomado

desde 0 a 2w (0 a 360°). A

y
Funcién tangente P
Podemos definir también la funcién que asigna al valor de un 1 .
dngulo, medido en radianes, el valor de su tangente. (9 .
cos
Dado un dngulo « como el de la figura, el valor de sutangente viene E x
dado por el cociente entre la ordenada y la abscisa del punto P.
La funcién que asigna a la variable independiente x (x es « en radianes sen o
en la siguiente tabla), el valor f{x) = tan (x) se llama funcion fangente. tan a =z
W Fig. 10.
ﬂ I M B &
zgf;e;s?e X 30° | 60° 120° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°
X)=tanx
1 1 %/3_\/3—“. va | Z o [ E v [ [T E | o
X, tan(x \/_
“ o FHEFTHF T E T o
7n V3 '\ (4n .(EN>(_H )(11" \/_)
(=B vEp (oS (2m, 03}
s W Tabla 8.
g == Caracteristicas de la funcién trigonométrica tangente en el
3 qw‘\\,s f intervalo [0, 2]
é v Opuesto
£ 6 | tan: x = f(x) = tan (x)
| 23 Dominio: R- {rt/2 + kn / k € Z}
PRI Recorrido: Los reales
= Recordemos que: Intersecciones con el eje x: (0, 0); (m, 0) y (2m, 0)
Cateto opuesto
tanf= — i iey:
n Catite sdyacents Infersecciones con el ejey: (0, 0)

Es una funcién continua en los reales salvo en los punto en
los que no estd definida.

La funcién es simétrica con respecto al origen.
Presenta asinfotas en los puntos ( T ) (311 0)

—,0
2 2

No es una funcién inyectiva.

No es una funcién sobreyectiva.

No posee mdximos ni minimos relativos.

Es estrictamente creciente en todo su dominio.

be)
g
3
Q
5
@
2
o
o)
£
S
&

B Tabla 9.
W Fig. 12.
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2.4. Grdfica de la curva trigonométrica cosecante
La funcién cosecante es la razén trigonométrica inversa del seno y se simboliza como csc

O cosecy se define csc: x = f(x) = csc(x) = sen (x) # 0. Veamos las caracteristicas

sen (x) ;
que presenta f(x)=csc x, examinando la tabla de valores y su representacion grafica en un
periodo que va desde 0 a 2w (0 a 360°)

a . 30
0 2 2 2n
Valores de X o o o 0 o o o o o O o o o
(grados) 0 30 60' 90° | 120° | 150° [ 180° | 210° | 240° || 270 | 300° | 330° | 360
X)= csc(Xx
fO=ese® Typ| 5 [ 23] 4 28| 5 |wp| 2 [ 28] 4 |25 5 |w
3 3 3 3
(% ese(x) [ .1&)1 {2n 2V3 \(5m 5\ . N
{(0O,N.D); 2l =—a 2 i T ; (r; N.D);
7n )\ (4n _2V3 \(3un ) (5u _2V3 12,_2)
T 2l3 3 s T a T ; (2T, N.D)}
Caracteristicas de la funcién trigonométrica cosecante en = Tabla 10.
el infervalo [0, 2m]
csc:x - f(x) =cscx
Dominio: R- {n.t} con n € Z y = csc (%) .
Recorrido: R- ]1.-1[ i
No corta al eje X nial eje Y !
1
Intersecciones con el eje y: NO o =
" nimorelativo N
Es una funcién continua en los reales salvo en los punto en los que no /2 [ I
estd definida. g H
La funcién es simétrica con respecto al origen . i
Presenta asintotas en los puntos (0,0); (,0) y (2, 0) i i
No es una funcién inyectiva. '
s g W Fig. 13.
No es una funcién sobreyectiva.
3n
Maéximos relativos: X =T
. : L
Minimos relatfivos: x = >
W Tabla 11.
En la siguiente tabla se muestra las caracteristicas de crecimiento, decrecimiento y concavidad de
la funcién.
Cuadrante Variacién eje horizontal (x) Variacion eje vertical (y) Concavidad
s S
I Enfre 0 a7~ decrece de +» a1 Céncava hacia ariba g
1l Enfre % am crecede 1 a+o Céncava hacia ariba 8
11 Enfrema 32—n crece de -0 a -1 Céncava hacia abajo ;
v Entre -?% azn decrece de -1 a -0 Céncava hacia abajo

W Tabla 12.
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2.5. Grdfica de la curva trigonométrica secante

Ahora, observemos las caracteristicas que muestra la funcién secante, que se denota sec,

y se define: sec : x = f(x) = sec (x) = s [+ 008 (x) # 0. Esta razén trigonométrica es inversa

al coseno. Analicemos su tabla de valores y gréfica dentro del periodo indicado. (0 a 360°).

umaiesiaa 30° | 60° 120° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°
(grados)
X)=sec(x
f® ()11‘/_52N.D-z.2_‘f_§.1_2_‘/§.2N.D2£1
3 3 3
(x, sec(x)) 01-1£}l (I (2n L\ (sm _2V3 1
{(0,1); 6" = s o2l NDE a2l = ; (m, -1);
7n _2V3 4n_.3nND.5n2(1ln \/—>
(- 2E Y -2 (5 nm (52 (R (e )
| Tabla 13.
y = sec (x) Andilisis de la funcién secante en el en el intervalo [0, 2m]
! ! Sec:x - f(x) = sec (x)
1 I
- L
! ! Dominio: R { - tkm/keZ}
1 ]
1 ' Recorrido: R-]-1, 1]
Minimo relafivor ~ x A §
GXimo 19V 3 2% 5, > | No corta al eje X
2 2 : Corta al eje Y en el punto (0, 1)
! Es una funcién continua en los reales salvo en los punto en los que no
! estd definida.
: La funcion es simétrica con respecto al eje y
) s 31
Presenta asinfotas en los puntos | =~ 0) Y i
No es una funcién inyectiva.
No es una funcién sobreyectiva.
Maximos relativos: x = 1t
Minimos relativos: x=0 y x=2m
| Tabla 14.
Caracteristicas de crecimiento, decrecimiento y concavidad de la funcién
Cuadrante Variacién eje horizontal (x) Variaciéon eje vertical (y) Concavidad
& 1 Entre 0 a % crece de 1 a +w Céncava hacia arriba
g I Enfre> am crecede-oal Céncava hacia abajo
[
é 111 Enfreta 3711 decrece de -1 a - Céncava hacia abajo
g 3m : 5
v Entre <= a2n decrece de +o a1 Céncava hacia arriba

W Tabla 15.
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2.6. Grdfica de la curva trigonométrica cotangente

Es la funcién trigonométrica inversa a la tangente se denota con cot y se define: cot (x) =
cos (x)

sen (x)
facién graficay a su tabla de valores durante el periodo designado.

120° | 150° (180° | 210° | 240° | 270°%| 300° | 330° | 360°

sen(x) # 0. Observemos las caracteristicas que presenta en relacion a su represen-

Valores de X

0
(grados) 30

= 3 3
non(ET (3 F Y3 oh(3 T W8T

6
(%, cot(x)) (7—"4?%‘;—"—%)(32_" 0);(53_n,_g>.(m -r} (2m,N.D)}

f®=cot(x) |ND | V3

60°
‘/;io_\/g\/gn.n\/gﬁ 0 [.¥3 | . 5| nD

Andilisis de la funcién cotangente en el en el intervalo [0, 2] | Tabla 16.

cot: x m f(x) = cot (X)

Dominio: R- {kr}, conk € Z y = cot (x)
A

Recorrido: R
No corta al eje Y

Corfa al eje X en el punto (%'0) Y (32_" )

Es una funcién continua en los reales salvo en los puntos en
los que no estd definida.

La funcién es simétrica con respecto al eje origen.
Presenta asinfofas en los puntos (0, 0); (m, 0) y (2, 0)
No es una funcién inyectiva

No es una funcién sobreyectiva

No tienen mdximos ni minimos relativos

L'J'I'FWI'\volloluNw-Pm

Es estrictamente decreciente en fodo su dominio. W Fig. 15.
H Tabla 17.

6. Representa graficamente, sobre papel mili- 8. Representa grdficamente, sobre papel
metrado, cuatro periodos de la funcién csc: milimetrado, tres periodos de la funcién
x - f(x) = csc (x) en el infervalo [0, 6m]. f (%) = secx en el intervalo [0, 6m].

9. Representa graficamente, sobre papel mi-
limetrado, dos periodos de la funcién cot :
x » f(x)= cot (x) en el infervalo [0, 4m]. |
tan: x = f(x) = tan x en el intervalo [0, 4]. i
1

7. Representa graficamente, sobre papel milime-
trado, dos periodos de la funcion

&
2
Q
2
<
&
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La idea intuitiva de limite

La nocién de limite constituye uno de los conceptos impor-
tantes para introducirse al estudio del cdlculo.

En nuestras actividades cofidianas, figuramos la nocién de

http://goo.gl/PST9OC

limite cuando en una competicién automovilistica se obser-
van vehiculos a punto de colisionar, o fambién en una grda
cuando estamos aproximadamente cerca de exceder su
capacidad de cargaq, se dice que el equipo de izaje se en-
cuentra al limite de su capacidad.

Considerando la funcién: f(x)= 2x+ 1, deferminemos.

a. Laimagen de la funcién cuando x = 2.
b. Laimagen de la funcién cuando x estd muy cercano (limite) a 2.

Para interpretar la situacién del problema, realizamos el andlisis de la tabla de valores, asi como
las respectivas representaciones graficas.

a. Imagen cuando x = 2 b. Imagen cuando x se aproxima a 2
Utilizamos valores enteros mayores y menores a 4. | Utilizamos valores un tanfo mayores y un tanfo
menores a 4.
X 0 1. 2 3 4 X - 1198199201202 ]|2,03
il - | 1 | 3|5 | 7] 9] . fx - |596 598|502 504506
A A
y y
2.5
5 s

Observamos en la gréfica que cuando x = 2 en-
fonces f(x)=>5.

En el punto (2, 5), se observa un «agujero» (dis-
continuidad), que indica que a pesar de que x
no puede serigual a 2, se acerca mucho a2,y
entonces f(x) se «proyecta» o se aproxima a 5.
Utilizando limites, se denota: lim __,(2x+ 1) =5

a su reproduccion

W Tabla 1.
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Estimacién numérica de un limite

in}

Un ndmero real L es el limite de una funcién f cuando x
jseaas = fiende o se aproxima ax, si y solo si para cualquier nimero
real positivo €, por pequeno que seq, existe un nimero real
positivo 8, tal que para todo x # x,, si la distancia entre x y
X, €s menor que §, entonces la distancia enfre f(x) y L es
menor que €.

: X lim f(x) =L & VE >0, 88> 0:0< [x-x|<8= [f(x) -LI<€
XX,

Considerando la funcién: N\

X -4
5 - e
fixo f()= 5 x#2

Supongamos que es posible representar gré-
ficamente la funcién f, pero es notable obser-
var gue cuando x = 2, la funcién no podria 2
representarse, debido a que se anula el de-
nominador.

Para observar el comportamiento de la fun-
cién, generamos una tabla de valores que
se aproximen a dos por la izquierda y por la =4 -2
derechaq, es decir utilizamos valores un poco

menores y un poco mayores que 2, cComo se

ilustra en la siguiente tabla.

x | - |198[199]201]202]203
&) | - |398[399]401 402|403

N
9
Q
=
Q0
w

o U i R T U M

Como es notable, el limite de la funcion es 4, -4
debido a que se acerca por la izquierda y por la
derecha.

1. Considerando los siguientes limites, completa las fablas respectivas y estima el limite. Compara el
resultado con la representacién gréfica respectiva.

 {

1

]

i

I

1 o lim (x*+ 6x) c lim (M)

! x-1 x—4 x-4

1

: X . 1098(099|101(1,02(1,03| .. X . 13981399 4,01 4,02 4,03

I

! f®) fx)

]

L&) xf) 5

I k5]

I I Q

| bolim (@) o i (x2+2x+ 1) | g

: x—0 xs1. X+4 : “i

! x . |01]-0001 0001 |01 .. X . | -099 | 008 | 1,01 | 1,02 ' g

| 1 a

L e | - - || re0 L3
1

B HET€3)) xf() :




Derivada de una funcién

La derivada de una funcién mide el cambio o la variacién
de una variable con respecto de ofra.

x
6]
g
=)
]
o
Q
o
g
£
S

Para intuir este concepto, observamos que la pendiente, o
inclinacion, de una carretera es la derivada de la altura res-
pecto a la distancia horizontal.

La velocidad en mddulo es la derivada de la distancia reco-
rrida con respecto al fiempo.

Asi, el odémetro de un automdvil, se lo puede interpretar
como una mdquina de derivar.

Definicién de la derivada de una funcién

La derivada de f'(x) de x estd dada por:

ot LI

Al proceso de calcular la derivada de una funcién se deno-
mina derivacion.

Una funcién es derivable en x siempre y cuando su deriva-
da en x exista, y ademds, también es derivable en un inter-
valo abierto siempre y cuando sea derivable para todos y
cada uno de los elementos del conjunto determinado por
el intervalo.

Una funcién derivable es continua pero el reciproco no se
cumple.

Diferentes notaciones de la derivada de una funcién

Las formas mds conocidas para expresar la derivada segun:

s " dy . .
Leibniz: El cociente i se lee: «derivada Lagrange e 5B

de y con respecto a x». Esta notacion fie-

ne la ventaja de sugerir a la derivada de
una funcién con respecto a ofra como un
cocientfe de diferenciales.

Lagrange: La expresion f'(x) se lee «f pri-
ma de x», es la nofacién mds simple para _
diferenciacion. nitpy//goo.gl/CIsHAy  hiffpy//googl/LnfXMw hitpy//goo.gl/vMMMI!

&
£
&

Euler: La expresion D f se lee «dsub xde fo.
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be)
g
Q
Q
8
2
o]
£
Q
&

Cdlculo de la derivada de una funcién mediante la definicién de limites

En los procesos esenciales para obtener la derivada intervienen: productos notables, simpli-

ficacion de expresiones semejantes y sustituciones numéricas; asi fenemos:

Ejemplo No 1

Ejemplo No 2

Determinemos f"(x) para f:x+= f(x)=8x+5

Determinemos f*(x) para f:x = f(x)=-5x%-3

En cada variable x inserfamos la adicién de h; luego restamos la funcién original.

8(x+h)+5-(8x+5)
h

F=lim

-5 (x+ h)2-5 - (-5x- 3)
h

fo=

Propiedad distributiva en los paréntesis.

Productos notables y propiedad distributiva
en los paréntesis.

8x+8h+5-8x-5
h

f(x)= lim

o o s 2 2
£ = Illilgl 5x? IOX};] 5h*-3+45x*+3

Reducimos férminos semejantes

. 8h
= i e

oo -10xh-5h
reo= i

Simplificamos h

Sacamos el factor comun y simplificamos

ra=m =

von _ o -5h(2x+h)
=T w

Finalmente, calculamos el limite reemplazando h por 0

fx=8

f'(x)=-10x

W Tabla 2.

2. Suponiendo que el movimiento de un
cuerpo se interpreta segun la ecuacion:
y= 10t?>, determina la velocidad media
considerando los dos primeros segundos
de caida.

3. Suponiendo que el movimiento de un
cuerpo se inferpreta segin la ecuacion:
y= 3t*- 2, determina la velocidad media
considerando los cinco primeros segundos
de caida.

4. Determina la derivada de las funciones
utilizando la definicién de la derivada.

a. fixe f(x)=-16x+9

b. fixw f(x)=5x

C. fixo f(X)=x*-X

d fixe f(x)=4x*+3x+2
e fixv f(x)=x-6x°
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La derivada y algunas de sus reglas bdsicas en funciones polinomiales

A continuacioén se presentan algunas reglas bdsicas de la derivacion, las cuales permitirdn
calcular las derivadas sin el uso de la definicidon de la derivada por limites.

Regla 1: Sea la funcién constanfe definida por: f:x - f(x) =k, donde k es constanfe. La derivada de una
funcién consfante es cero. f'(x)= 0.

Explica que al derivar una funcién constante, en general un ndmero real, entonces la derivada es cero.

Hallamos las derivadas de:

a fixe f(x)=-5 entonces f'(x)=0
b. fixw f(x)=9mc entonces f'(x)=0
d d _
o3 r V5 entonces - =0
X L e 9 "(X)=
d fixe f(x) 73 + = entonces f'(x)=0

Regla 2: Sea la funcién definida por: f: x = f(x) = x". La derivada de esfa funcién es f'(x)= nx*’. Cuando
n es cualquier nimero real.

Explica que el exponente multiplica a la funcién y que la base x fiene una nueva pofencia reducida en
una unidad, con respecto a la funcién inicial.

Hallamos las derivadas de:

a. fixe f(x)=-5x3 entonces f'(x)=-15x?
b. fixe f(x) =9° entonces f'(x)= 45 x*
c. fixe f(x) =-4x? entonces f'(x)= 8x?

Regla 3: La derivada en la adicién o sustraccion. Siendo las funciones gy h diferenciables:

Expone que la derivada de la suma o la resta de funciones es la suma o diferencia de
las derivadas independientes de cada funcién de manera independiente.

sea f(x) = g(x) +h(x) = f[(xX)=¢g (¥ +h(x)
seau(x)= g(x)-h(x) = u®=g ®-h'x

Hallamos las derivadas de:

a. fixe f(x) =x*+8x? enfonces f'(x)= 3x*+ 16x
b. fixw f(x) =9x°+ 12x%° enfonces f'(x)= 45 x*+ 36x?
c. fixe f(x)=-4x2-15x enfonces f'(x)=8x7-15

Estudiaremos el resto de reglas en el curso superior, debido a que el propdsito de explicar
Unicamente las reglas mencionadas es que el estudiante pueda verificar los resuttados ob-
tenidos en la diferenciacién por limites.

5. Deriva las funciones ufilizando las reglas de diferenciacion bdasicas (reglas 1 a 3).

&
Q
<
&

; a. fixe f(x)=-5%+8 d. f:xe f(x)=-12x*+8x+15
| b fixe f)=-5m e. fixo f(x)=-202+ V12
E c. f:x»—»f(x)=-ez+% f. fixe f(x)=mx+/5
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CONICAS

Si giramos una recta alrededor de un eje con el que tiene
un punfo en comun, obfenemos una superficie cénica de
revolucién.

Un lugar geométrico es un
conjunto de puntos que
cumplen una determinada

o L La inferseccién de una superficie cdnica de revolucién con
condicién geométrica.

un plano determina una familia de curvas que tienen una
gran importancia en campos como la arquitectura o la in-
genieria: las cénicas.

Circunferencia de centro C
yradior.

W Fg. 1. M Fig.2.
Observamos en la imagen que las cénicas varian en fun-
cién de la inclinaciéon del plano.

Una conica es la curva que se obtiene como interseccion de una superficie cénica de
revolucién y un plano.

Veamos a confinuacién cémo definir las cénicas como lugares geométricos del plano.

|. LA CIRCUNFERENCIA

Es el lugar geométrico de un punfo que se mueve en

B
i , el plano de tal forma que la distancia a un punto fijo
permanece constante. El punto fijo se denomina cenfro
de la circunferencia y la distancia fija, radio de la cir-

cunferencia (r).
tangente
\ / La circunferencia es el perimetro del circulo, que posee los

siguientes component es:

M Fig. 3. Centro: El punto interior equidistante a tfodos los puntfos de la
circunferencia.

Radio: Segmento que une el centro de la circunferencia con cualquier punto de ella. El radio
se denota con la lefra «r» 0 bien con sus puntos extremos, su medida es constante.

Cuerda: Segmenfo que une dos punfos de la circunferencia de manera inferna.

Didmetro: Es la cuerda de mayor medida que pasa por el centro de la circunferencia. Lo
denotamos mediante «d» y es el doble del radio (2r).

su reproduccion

Tangente: Es la recta que infersecta a solo un punto de la circunferencia.

<
S
&

Secante: Es la recta que corta a la circunferencia, intersecando dos puntos de ella.
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1.1 Ecuacién canédnica de la circunferencia con
centro en el origen

Segun la definicidn, se fiene que cualquier punfo P(x, y) T
que perfenezca a la circunferencia se encuentra a una dis- / .\
tancia CP desde el centro, y a este segmento se le conoce
como radio.

(0,0)

o

Aplicando la férmula de distancia entre los punfos de un

punto P(x,y) al centro C(h, k): \ /
d=+V(x-h)?+ (y-k)?

Se elimina laraizz d?= (x-h)*+ (y - k)? W Fig. 4.

Se sustituye d (distancia) por r (radio), porque d = r
r’=(x-h)?+ (y- k)?
Reemplazamos en la férmula las coordenadas C (0,0) r?= (x-0)*+ (y - 0)?

l Ecuacién candnica de la circunferencia C(0,0): r? = x? + y?

Hallemos la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen

A\
1
y radio = 4 i
X +y =r Ecuacién candnica de la circunferencia |
1
x>+ y?= (4)* Reemplazo de datos. s
1
Tty =6 /

Determinemos la ecuacion de la circunferencia a partir de la siguiente gréfica.

o~
o
g Ecuacién candnica de la circunferencia
i.% Datos: La gréfica Ecuacién =?

Y XX+ y*=r? Ecuacién candnica de la circunferencia

/-’! \
/ > \ x*+y*=(3)* Reemplazo de datos.
+ XX +y*=9
o)

S

E g 3 X
=3

N
Prohibida su reprodu




Considerando la ecuacion de la circunferencia x* + v ]
N Z.£! n 0 !
y* = 4 determinemos la gréfica de la circunferencia 3 !
" 1
correspondiente. / 2 \ !
|
Datos:x2 4+ y*=4  Grdfica =7 7 t \ |
C(0,9) 1

'z &
Al comparar la ecuacién dada en los datos con la 5 ( 5 x|
£ . " =2 |
ecuacion general, es posible establecer la igualdad: \ . >( i
2 g - 3 i
r’=4; enfoncesr = 2. i
1
]
3 1
i
M Fig. 6 /

1. Representa graficamentfe las siguienfes ecuaciones.

a.x+y’=6 d. x+y*=(5)°
b. x> +y?=2 & x2+yz=%
ot i JB
XY= 25
2. Relaciona las ecuaciones con su respectfiva grafica
A y
L P N 3.
C(00 > o) cio0 _
i) X . d-322 Jo X
ING L~
W Fg. 7.
2 9

& W Fig.8.

¥
d C(0,
C(0,0)

+

i 3 1[x 3 s
9 X C. xX*+y=4
a. x>+ y2=—4 r=1/2
1 d. x*+y*=36
b. x*+y*= = +
5 | Fig. 9. W Fig. 10.
a% 3. Determina las ecuaciones que cumplan con las condiciones dadas.
a.cO0d=—= ¢ €(0,05r=V6
g 2

X b. C(0,0);r= 3 acEosr=1%5




2do

1.2. Ecuacién canénica de la circunferencia con
centro en (h, k) N

Iniciamos con el mismo procedimiento ejecutado anterior- — 7'\
mente para obtener la ecuacién candnica con C (0, 0), /
pero en este caso, vamos a sustituir por el centro de coorde- [

nadas C (h, k) pues este se encuentra fuera del origen.

Empleamos la férmula de distancia desde un punto P (x, y)
al centro C (h, k)

d=V(x-h)’+ (y-k) 0

Se eliminala raiz; d?= (x - h)?+ (y - k)?

M Fig. 1
Como la distancia es igual al radio, tenemos que:

I (x-h)?+ (y-k)?’=r> Ecuacién canénica con C(h, k)

Determinemos la ecuaciéon candnica de la circunferencia de centro (-2, -3) y radio 5.

\

jg Datos: Centro (-2, -3) y radio 5. E
=8l Solucion: |
& Reemplazamos en la ecuacion candnica (x-hy+ (y-k?=r E
Resolvemos la potencia y los signos x- (-2 + (y- (-3))*=(5)* E
Ecuacién candnica con centro (-2,-3) y radio 5. x+4)+(y+3)*=25 /E

Determinemos la ecuacién de la circunferencia si los extremos del didmetro son los puntos
M (2,3)yN (-3,-1).

Datos: Puntos M (2, 3) y N (-3,-1).

Solucién:

wn
L)
[}
£
)
2

Primero: Calculamos el punto medio entre los puntos M y N.

X, +X, y,+ty 2-3 3-1 e
Pwm:( 12 2, 22 1>ip~m:(—2 i )’PMN:(—Z ;1>

-1
El punto medio del didmetro coincide con las coordenadas del centro, C (T H 1)

Segundo: Calculamos las distancia entre el centro y uno de los puntos, para determinar la longitud del
radio.

2 25
r=V(x-hy+ (y-K?) r=\j(2+%)+(3-1)2; r=j(4_+4—>; r= ‘/%_1

Reemplazamos las coordenadas del centro y el valor del radio en la ecuacién candnica

&
e}
£
&

(-hy+ (y-K? =1 (x+%)2+(y-1)2=(’/%—1)2 ;(x%)2+(y-1)2= A




T ey 240

Ecuacién general de la circunferencia

Si desarrollamos la ecuaciéon candnica de la circunferencia, resolviendo el producto notable
binomio al cuadrado (en los dos parénfesis), fenemos:

I (x-h)?+ (y-k)*=r? Ecuacién candnica con centfro C(h,k)

x2- 2xh + h2+ y2- 2yk + y?=r? Resolviendo el binomio al cuadrado

X2 +y?-2hx-2ky + h*+y?- r’=0 Ordenando los términos convenienfemente
A=-2h,B=-2k y C=h?+y*-r? Reemplazando las constantes A, By C
x2+y?+ Ax+By+ C=0 Ecuacién general de la circunferencia

. . i . . . \
Determinemos las ecuaciones candnica y general de la circunferencia de radio 6, cuyas coor-
denadas del centro son (-3,2).

Datos:r=6, C=(-3,2). a.Ecuacién candnica="7?:b. Ecuaciéon general =?

Segun los datos, conocemos las coordenadas del centro y el valor del radio, asi tenemos en la
ecuacién candnica.

O
)
Q
=
o
™)

x-h?+(y-k?=r Ecuacion candnica con centro C (h, k)

Al desarrollar la ecuacién candnica con centro h, k, resolvemos los productos notables, y las
constantes. Al igualar a cero resulta:

XX+ 6x+9+ y* -4y +4 =36
X2+ y?+6x-4y+9+4=136
X2+ y?+6x-4y+13-36=0

1
]
|
]
|
|
I
]
]
I
]
]
]
I
]
]
|
|
x+3)2+(y-2)2=36 Al reemplazar los valores de h'y k cambian los signos. |
I
]
I
|
I
]
]
|
I
]
I
]
|
I
|
|
X+ y +6x-4y-23=0 Ecuacién General de la circunferencia ]

4. Determina las ecuaciones candnicay general 6, Halla la ecuacién general de una circunferen-

para las circunferencias descrifas: cia de radio 2 que es concéntrica con la que
a.  Radio 8, centro (-2, 3). fiene como exiremos de un didmetro los pun-
b.  Radio 2, centro (5, 2). fosA=(0,3)yB=(8,3)

¢ Radiod,centro(:2;:1). 7. Considerando las siguienfes ecuaciones de
d.  Radio 7, cenfro (-5, 8). hipérbolas , determine  las coordenadas del
e.  Radio 12, centfro (-1, 0). cenfro, vértices y focos asf como la represen-

tacién grdafica.

8 5. Halla la ecuacién de la circunferencia cuyo
5 centro se halla sobre el eje de abscisas y es a. (x+ 2)? B (y-5)* -1
437 fangente a la recta r: y = -x + 3 en el punto 9 49
o P=(-14). b X ¥ 1
16 7

C. 9x%-4y*-54x + 8y + 113 =0
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Obtencién del radio y las coordenadas del centro a partir de la ecuacién general de la
circunferencia

A partir de la férmula general, obtendremos la ecuaciéon candnica de la circunferencia ufi-
lizando el méfodo de completacién para frinomios cuadrados perfectos.

x24+y2+ Ax+By+C=0 Ecuacién general de la circunferencia
(x*+Ax) + (y*+By)=-C Agrupando los férminos segin x e y.
A2> B? A2 B?
2 1 2 N 2 e 8
b+ ax+i0) + y+By+ =-CH o+ 2

Aumentamos el término ideal para completar el trinomio cuadrado perfecto, dividiendo
para dos y elevando al cuadrado el segundo término.

4 ¢ A’+B2-4C i i i
(x + A ) + ( + B ) _ Factorando los frinomios y resolviendo las

2 2 4 fracciones.
(x-h)?+ (y-k)?2=r? Comparamos con la ecuacion candnica.
VA? + B?-4C

Porlo cual, se concluye que elradioes r=

Detferminar el valor del radio y las coordenadas del centfro a partir de la ecuacién general de la
circunferencia descrifa por: x*+y* + 4x+ 2y-31=0

X*+y? +4x+2y-31=0 Dato

1
I
I
I
I
I
i
1
(x*+4x) + (y* +2y) =31 Agrupando los términos segin x e y. i
i
1
E+x+D)+ P +2y+1)=31+4+1 Completando el frinomio. i
x+2)+(y+1)*=36 Factorando los frinomios i

1

I

1

x-h)?+ (y-k)?=r? Comparamos con la ecuacién candnica

8. Determina el valor del radio y las coordenadas del cen-
tro a partir de las ecuaciones:

a xX+y*+6x+4y-3=0

C. 2x*+2y*+4x-8y=28

d. 5%+ 5y*-10x-20y+5=0

I
I
I
I
I
I
I
I
i
I
i b. x*+y’-4x+8y-5=0
I
I
I
I
I
I
I
I
\




|, LA ESTADISTICA

La estadistica, es una ciencia que estudia el proceso
de andlisis de un fenémeno, recolectando informa-
cién para luego ordenarla, presentarla y analizarla,
con la finalidad de describir, comparar y explicar sus
caracteristicas.

Poblacién y muestra

Poblaciéon es un conjunto finito de elementos o perso-
nas que presentan caracteristicas comunes, objetivos
Poblacién del estudio a determinarse, asi por ejemplo fenemos:

* Empleados de la empresa de alimentos «Alimentars.
¢ Ldmparas de iluminacién del hotel «Buenaventuran.

Muestra

» Estudiantes de la Unidad Educativa «<Nuevo amanecer.

El tamano de la poblacién se determina por el nimero de
elementos o individuos que se pretende estudiar, por ello es
uno de los factores mds importantes a la hora de realizar
cierto tipo de estudio. Cuando el famano de la poblacién
es muy extenso, surge la necesidad de estudiar Gnicamente
M Fig. 1. una parte de la misma, con la finalidad de reducir esfuerzos,
tiempo y recursos econémicos.

Muesfra es un subconjunto de la poblacién; el nime-
ro de elementos considerados debe ser representati-
VO y conservar las mismas caracteristicas, relacionan-
do los ejemplos citados en la poblacién fendremos
respectivamente:

* 120 empleados entre los departamentos de ventas, pro-
duccidén y planificacién.

¢ 25 Ldmparas de iluminaciéon entre los pisos 1, 3, 5 asi
como del lobby.

* 200 estudiantes entre el ciclo bdsico, bdsico superior y
bachillerato.

Las variables y sus tipos

Variables estadisticas: Son las propiedades o caracteristicas que se desea evaluar.

Variables cudlitafivas: Se miden mediante cualidades de tipo nominal u ordinal, no foman
valores numéricos; usualmente respondemos a preguntas mediante palabras.

z Variables cuantitafivas: Son de cardcter exclusivamente numérico, pueden ser discretas o
= continuas. Usualmente respondemos a preguntas o averiguaciones mediante un valor
numérico.




Variable estadistica )— {Que preguntamos?

¢{Qué averiguamos?

i Cuantitativa i

Las variables cualitativas pueden ser nominales u ordinales; en la primera, los valores
no siguen una fendencia de orden determinado, por ejemplo tenemos: el estado civil
de una persona, el género de un individuo, lugar de nacimiento...

En cambio, en las variables cudlitativas ordinales se asignan valores que siguen una
tendencia de orden, por ejemplo: Ninguna, algunas veces, muchas veces, siempre.

1.1. La recoleccidn de datos y su interpretacion

El instrumento mds utilizado para recolectar informacién sobre cierto tipo de estudio es la en-
cuesta; luego de realizada, se organiza en tablas, con la finalidad de realizar el tratamiento
de la misma. Enfre algunos conceptos infegrantes, que figuran en las tablas fenemos:

Frecuencia absoluta: Es el nimero de veces en que se repite o aparece un valor, el total del
ndmero de veces, deberd coincidir con el famano de la muestra.

Frecuencia relativa: Es el cociente entre los valores de frecuencia absoluta y el tamano de la
muestra. Toma valores entre 0 y la unidad, debido a que son fracciones.

El valor fotal de todas las frecuencias relativas es 1.

De la frecuencia relativa se deriva su interpretacion porcentual, donde se halla el producto
entre la frecuencia relativa por 100%.

1. En la situacion: Se realiza un estudio para 2. Clasifica las siguientes variables en cuali-

determinar el grado de satisfaccion del ni- tativas o cuantitativas: Edad, ocupacion,
vel educativo en el Colegio «ABC», que en- nacionalidad, remuneraciéon econdémica,
cuestd a 100 estudiantes de los cursos de hijos, signo zodiacal, comida preferida.
bachillerato.

3. Escribe tres ejemplos de variables cuali-
Identifica la poblacién, muestra, variable y tativas nominales y ordinales.

fipo de variable.
4. Describe fires ejemplos de variables

cuantitativa.

=3
Q
53
g
o]
e}
&
2
o]
el
o)
£
&
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1.2. Tabla de frecuencia para datos no agrupados

Los datfos no agrupados son valores obtenidos y recolectados a fravés de una encues-
ta, en una cantidad pequena relativamente (n < 30), mismos que son analizados sin
tipo de preclasificacion.

X

Se realiza un estudio para determinar la edad de veinte estudiantes del décimo ano de EGB del
Colegio «ABC», y se obtuvo los siguientes datos:

14, 15,14, 14, 13, 16, 16, 15, 15,15, 15, 15, 14, 14, 14, 14,15, 16, 16,y 14.

Determinemos la tabla de frecuencias considerando la variable mencionada.

1. Se registran los valores ubicando el menor como primer dafo, seguido del resto de valores
hasta el mayor, una sola vez, en forma vertical.

2. Se contabiliza el nimero de datos registrados en los datos estadisticos.
Observacion: El fotal de f, debe coincidir con el tofal de la muestra.

3. Se establece la frecuencia absoluta acumulada, sumando en forma transversal, conservan-
do el primer valor.

Observacion: El Ultimo valor de fa, coindice con fotal de la muestra.

4. Se establece la frecuencia relatfiva, mediante fracciones donde el numerador es la frecuen-
cia absoluta respectiva y el denominador, el total de la muestra (Z fi ).

Observacion: Establecemos el valor decimal utilizando dos decimales.

5. Se establece la frecuencia relativa porcentual, mulfiplicando los valores respectivos de la fre-
cuencia por 100%.

6. Se establece la frecuencia relativa acumulada, sumando en forma fransversal, conservando
el primer valor.

Observacién: El dltimo valor de fa, coindice con el total de la unidad si se considera el
valor decimal o con el 100 % si se toma en cuenta los valores de fr, .

xi fi fai fr frp(%) | far simbologia de la tabla:
13 R ! % =0,05 5 5 xi:  Dato estadistico
5 ™ fi:  Frecuencia absoluta
. 14 8 9 pg=040 40 45 fai: Frecuencia absoluta acumulada
? % 7 fr.  Frecuencia relativa
g 15 7 16 55 =035 35 80 fip: Frecuencia relativa porcentual
% 5 ¥ far: Frecuencia relativa acumulada
16 4 20 55 =020 20 100

Sfi=20 Yfi=1  Xfi=100% M Tabla 1.
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1.3. Medidas de tendencia central para datos no agrupados

Son medidas estadisticas cuyo cdlculo muestra la relacién entre un valor deferminado
y un conjunto de valores. Constituyen un punto central de referencia, en torno al cual
los demds valores le circundan. Asi fenemos: la media aritmética, medianay moda.

1.4. Media aritmética

Es el pardmetro estadistico, mds utilizado en un sinndmero
de estudios.

Sea un determinado nimero de datfos estadisticos: a,, a,,
a,,......a , la media aritmética se obtiene sumando todos los
datfos obtenidos y dividiendo para el nimero de datos.

Debido al proceso descrito, se la conoce también como
promedio.

José obtiene en sus evaluaciones quimestrales, en las diferentes asignaturas: 6,87 , 850 , 925 , 815 ,
9,00 , 645 y825.Determinarla media aritmética.
Solucioén:
-y 6,87 + 8,50 + 9,25 + 8,15 + 9,00 + 6,45 + 8,25 _ 56,47 ~807
7 7
José obtiene una media aritmética de 8,07 en sus evaluaciones.

Media aritmética ponderada \

Y TAMBIEN: |&!
La frecuencia ponderada relaciona datos estadisticos
asi como su respectiva periodicidad; se determina me- B Zixf
diante el cociente entre la suma del producto de datos X
y enfre los datos y frecuencias y el total de la muestra Simbologia
considerada en el estudio. x; Dato estadisitico

f: Frecuencia absoluta
——————————————————————————————————————————————————— Xf: Total de la muestra

N
. . . " 2 " 20 \
20 estudiantes obtienen en el primer parcial, las siguientes califica- 1

$f=20 3xf=153 W Tobla2

La media aritmética de los 20 estudiantes en el primer parcial es de

o
I3 ciones:7,8,7,6,8,6,8,9,8,9,9,8,6,7,9,7,6,8,9y 8.Calcule- !
Sl mos la media ponderada. !
£ i
[ 7 g 5 I
o xi fi xifi |
6 4 24 i
]
D xf 153 !
7 4 28 - P xf _ —765 |
8 7 56 f, 20 !
9 5 45 !
]
]
]
]
I
I
]
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1.5. Mediana (Me)

La mediana es el pardmetro estadistico que ocupa la posicion central de los dafos es-
fadisticos, dividiendo la serie de datfos en dos partes iguales.

Para obtener la mediana se debe ordenar los datfos estadisticos de manera ascendente (de
menor a mayor); se presenfan dos casos:

Caso 1: Cuando el nimero de datos es par, la mediana se obtiene calculando el promedio
de los valores centrales.

Ejemplo 4

Hallemos la mediana, sean los valores: 8,6, 7,5, 4,3,5,6,7,8,9,7,8,10,12,7,8,9,6 y 7.
Solucién: Se observan veinte valores, los ordenamos y utilizamos los valores centrales.
Ordenando: 3,4,5,5,6,6,6,6, 7,7,7,7, 7,8,8,88,9,9,10,12

Enfonces, la mediana se obtendrd: Me =

7+7

’

14

Me=——;Me=7
2

Caso 2: Cuando el nimero de datos es impar, la mediana se ubica en el valor central de los
datos estadisticos.

Determinemos la mediana entre: 25, 45, 35, 67, 34, 56, 54, 34y 28
Solucién: Se observan nueve valores; los ordenamos e identificamos el valor central.
Ordenando: 25,28, 34,34, 35, 45,54,56,67

Entonces la mediana es 35.

5. Las ventas registradas en ddlares, para los 2,1,1,0,1,0,2,3,2,1,1,1,2,3,4,4,3,2, 1.
meses del ano anterior fueron: 300, 250, 450, Determina la fabla de frecuencias, la media
230, 235, 125, 450, 750, 800, 230, 650, 1800. De- aritmética, la media aritmética ponderada y
termina la media aritmética y la mediana de la mediana de los datos registrados.
los datos egistrados. 9. Una madquina produce piezas que, fedrica-

6. En determinado estudio, se observa el fiempo mente, han de medir 50 mm. Seleccionada
que registra un deportista de alfo rendimien- una muestra de 39 piezas, se obtuvieron las
o en sus entrenamientos: 3,20; 3,40; 3,52; 3,48; siguienfes medidas, expresadas en milimetros.
3,67; 3,15; 3,96; 3,75y Ultimo 3,45. Halla los valo-
res de lamedia arifméticay mediana para el 42,49,50,52,50;50/47,50,52,51,50, 47,50,
rendimiento del deportista. 51,49,50,50,51,49,52,50,51,50,51,50,50,

7. Halla la moda, la media aritmética y la me- 51,50, 48,50,53, 50,52, 49,50,53, 49,48, 55

diana de esta serie de datos.
9,75; 9,50; 9,50; 9,25; 9,50; 9,75

Determina los diferentes pardmetros de dis-
persién (recorrido, desviacion media, varian-
zay desviacion tipica) de la serie.

. Se realiza un estudio para determinar el acer-

camiento ala lectura de 21 estudiantes en un
colegio, se pregunta el nimero de libros leidos
en el Uitimo  mes, los datos registrados son: 3,

Calcula la moda, la media y la mediana de
esta muestra.

10. Se desea llevar a cabo un estudio estadistico

de la edad de los visitantes de un museo. Para
ello, se considera una muestra representativa
y se obtienen esfos resultados.

13, 15,18, 22, 21, 35, 38,45, 20, 21, 19, 24, 28,
67,26 24,31.23,25, 27,25, 16,1719, 20,21

Determina la media aritmética y la mediana.
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1.6. Moda (Mo)

La moda es una medida estadistica que muestra el
dato estadistico que mds se repite en el estudio de
una variable, por ende, la moda se establece fambién
como el valor que tiene la mayor frecuencia absoluta.
Puede haber mds de una moda en el andlisis de datos.

\

Deteminemos la moda entre los valores: 3,5,6,7,6,9,7,8,10,9, 7,
8.9,6y7.

Solucién: Tenemos quince valores, de los cuales se observa que: el
valor 7 se repife cuatro veces, a diferencia del valor 6, que se repife
3 veces; por ello, se concluye que la moda de los datos estudiados
es 7.

0
o
Qo
=
0
')

Detemnine la moda de:5,2,3,3,4,2,3,2,5,2,3y4.

Solucién: Segln los datos, la
moda serd: 2 y 3. Por ende tene-
mos un estudio bimodal.

Se encuesta a 25 estudiantes sobre el deporte preferido, se propu-

\

1

°8 sieron las opciones: futbol (F), voleibol (V), tenis (T), basquet (B). Las |
rolll respuestas fueron: |
£ ENVLLEEBEBN,TLT,V,V;FEN;EV, T,B; LV, BYF i
S‘_’ Analizamos una variable cuantitativa, cuyos valores y frecuencia |
son respectivamente: i

» i

X i En el cuadro se observa que la |

Futbol (F) 8 mayor frecuencia absoluta es |

. ocho y comesponde a fdtbol, |
Voleibol(v) 7 por ende la moda del conjunto |

Tenis (T) 6 de datos es futbol. !

1

Basquet (B) 4 !

|

W Tabla 3. )

11. Los valores de durabilidad de las pilas AAA, en  13.Segun los dafos de la tabla:
un determinado juguete son: 32, 33, 31, 32, 29,

Prohil

I

I

|

i 30, 31, 32, 30, 32, 34, 33, 31, 32, 29, 33, 31, 32, X f

! 34, 29, 31, 30, 30, 32, 29, 32, 32, 32, 34, 30, 29, 8 23

i 30,32,32,31,32,31. 9 13

! Defermina la media arifméfica, la medianay 10 19

] moda.

! ) 11 23 | Tobla 4.
! 12. Determina Ios valores de la media ariméti-

i ca, media aritmética ponderada, mediana y Determina la media aritmética ponderada,
| medade: la mediana y moda de los datos registrados.
1

I

6,54,3,4,3,6,6,7,5,4,3,4,3,4,3,5,6.
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Y TAMBIEN: | 1.7. Desviacién media para datos no agrupados (DM)
DM= 7Z'=1r‘lx' e

) ) Se denofa como DM a la media arifmética de los va-
Simbologia: lores absolutos de la diferencia entre un valor determi-
DM: Desviacion media nadoy la m'edlo ori'rmeh‘co del respectivo conjunto de
X Valor esfadistico datos estadisticos. Relaciona las desviaciones de valo-
n: NUmero de datos res con respecto ala media aritméfica.

Los valores: 8,6,7,7,9,6,6,7,8y 9 constituyen la edad de un grupo de ninos que participan en \

1

o I
L3 un curso vacacional. Determinemos la desviacion media. |
I

g Solucién: i
[ . ) e !
il Primero: Determinamos la media aritmética. |
|

1

- 846+7+7+94+6+6+7+8+9 73 i
x= = — %730 i

10 10 !

1

Segundo: Calculamos la desviaciéon media (DM). i

|

- _[8-7,30]+16-7,30| +|7-7,30| +17 - 7,30 + |9 - 7,30| + |6 - 7,30] +[6 - 7,30] + |7 - 7,30| + |8 - 7,30| + |9 -7,30|‘1

10 i

|

—_ 10,70] 4 11,30] +10,30| +]0,30] + |1,70] + |1,30] + |1,30] +]0,30] +0,70] + |1,70]| !

10 |

]

pM=—%"_ . pm=096 |

10 )

14. Seanlos valores : 4,5, 6,7,8,5,6,5,8,4,5y8.  17. Segun los datos de |a tabla, determina

Determina: lo siguiente:
a. La media aritmética 2 z
b. La mediana 2' 2‘
c.Lamoda 3 7
d. La desviacién media 5 8
15.Determina la desviociéon media de una 7 13
distribucién dada por los siguientes valo- 8 12 | m Tabla 5.

res: 25, 28, 28, 29, 25, 25, 27, 28, 29, 25,
29,27,25,27,26Yy728.

16. Determina los valores de la media arit-
mética, media aritmética ponderada,
mediana, moda y desviacién media de:

\ 26,25,24,27,28,2,26,27,26,25 y 26. e. Determina la desviacién media.

a. ¢Cudntos valores constituyen la muestra?
b. Determina la media aritmética.

c. Determina la mediana.

d. Determina la moda.

S
g
Q
2]
5]
2
Z
<}
&




1.8. La Varianza para datos no agrupados ( ¢2)

Es una medida de dispersion, definida como la diferen- o= X o
cia entre el cociente del cuadrado de cada uno de n

los datfos estadisticos y el nUmero de datos menos el simbologia:
cuadrado de la media aritmética. o2 Varianza

Xi: Valor estadistico
x: Media aritmética

Hallar la varianza entre los datos: 7,9, 7,7,9,6,6,7,6 Y 8.

(=] 3 }
gl Solucion: I
3 |
a " ! — i
[l Primero: Determinamos la media aritmética. Segundo: Calculamos la varianza. |
(] |
o |
- 7+9+7+7+94+6+6+7+6+8 g PHRPIPAPAII GG PHERE o0 !
g — = sl |

: 10 10 |

|

__ 72 49+ 81449449 +81+36+36+49 436+ 64 :
= o= -7,20%

10 10 :

|

x=7,20 2 4530 -51,84 i

10 |

|

o= 453-51,84 i

|

o*= 401,16 |

|

/

18. Sean los valores : 14, 16, 18, 19, 16, 18, 18, 21. Seguin los datos en las fablas, determina:

c. Determina la mediana.

20. Determina los valores de la media aritmé-
fica y la varianza de los siguientes datos: d. Determina |a desviacion media.
e. Determina la varianza.

x|0|1]12|3|4|5|6|7]|8
£l112]18|7]6]5]3]3]2]12

\ i

I

i

i 17,15,16,14y 18.

! Y X | f X | f
| Determina: 13 3 2 4
1

H a. Lavarianza 14 4 3 5
1

| b. Lamedia aritmética 18 6 2 z
! ) 18 6 6 15
E ¢. Lamediana 20 3 7 17
! d. Ladesviacion media. 22 15 8 18
1

I 19. Determina la varianza de los siguientes va- M Tabla:z W labla 8.

i lores: 25, 28, 28, 29, 25, 25, 27, 28, 29, 25, 29, a. ¢ Cudntos valores constituyen la muestra?
i 27,25,27,26y 28. b. Determina la media aritmética.
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

\

&
2
2
£
&

\___mTabla 6.
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1.9. Desviacién tipica para datos no agrupados (o)

Conocida como desviaciéon estdndar, tiene amplia rela-
cién con la varianza, debido a que para obtener la des-
viacién tipica se calcula la raiz cuadrada de la varianza.
Se denota o.

o= -X
’ —m

Simbologia:

Hallemos la varianza entre los datos: 7,9, 7,7,9,6,6,7,6 8.
o: Desviacion tipica Solucion:
x;: Dfo estadistico

X: Media aritmética

Primero: Determinamos la media aritmética.
69
. 12+13+154+16+14 -5 —138

Segundo: Calculamos la desviacion tipica o estandar.

2 2 2 2 2
o J 122+ 132+ 142+ 16° + 14 138
5
o j 144 + 169 + 196 + 256 + 196 19044
5
961

0= [——-190,44

5
o=V18

\ 0=134 !}

22. Sean los valores: 245, 250, 252, 253, 251, 25, Segun los datos en las tablas, determina:
250,250, 247,249y 253.

. 1 il 5 e aE 1

Determina: = | == | = =&

o Slzlals |z |32
a. La varianza £l7]8|8|7]5]2
b. La media aritmética m Tabla 10.
c¢. Lamediana X, 534634 597|603 599 6,05
d. La desviacion media. £ |23 | 32 | 29 | .28 | 27 | 30

23. Halla la varianza y la desviacién tipica de X | 21272929 26 24
los siguientes valores: 27,28, 28, 29, 25, 25, fil2 |87 [5[9]S
| Tabla 12.

26,27, 29,25,29,26,24y 28.
a. ¢ Cudnfos valores constituyen la muestra?
24. Determina los valores de la desviacion ti-

’ . L b. Determina la media aritmética
picay la varianza de los siguientes datos:

c. Determina la desciacion estandar

|l
1
1
1
1
1
1
1
1
¥
1
1
1
1
1
1
1
1
E
! e. La desviacién tipica
! 3 pica. m Tabla 11.
:
1
ll
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

12|14 |16 |20 |25 |27 |29 | 30
1132|2017 |15| 9 | 8 |12

d. Determina la desviacién media

be)
g
Q
Q
8
2
o]
£
Q
&

n L

\ W Tabla 9. e. Determina la varianza
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Tabla de frecuencia para datos agrupados

Los datos agrupados al igual que los no agrupados son Y TAMBIEN: \b"

recolectados a fravés de una encuesta, la principal ca- Los intervalos hallan plena

racteristica es que conforman grupos (infervalos), para aplicacion cuando los datos
S 4 estadisticos fienen una dife-

ello previamente se determina el valor del rango y pos- FSREIE S RSB,

teriormente el nimero de intervalos segun la disposi-

cién de datos.

Rango de datos

En un listado de datos estadisticos, el rango se determina me-
diante la diferencia entre el valor mayor (xméx) y el valor me-
nor (xmin).

Rango = xmax - xmin
Ejemplo: En los datos: 34, 37, 35, 33, 33,38, 39, 38, 37,39, 39,
38, deferminar el valor del rango .
Solucién: 34,37, 35,33) 33, 38, 39, 38, 37,39 ,39) 38.

Rango = xmax - xmin; Rango = 39 - 33; Rango =6
Disposicién de intervalos

Los intervalos se conforman de acuerdo al valor obtenido en el rango, debido a que el nu-
mero que se obtiene se dispone segun sus factores. En el ejemplo anterior, el rango resultd
6, sus respectivos factores son entre ofros: 1, 2, 3, 6, donde seleccionamos dos nimeros de
manera que el primero represente el nUmero de intervalos y el segundo, la manera de dispo-
nerse. Para el ejemplo de rango = 6, es posible conformar dos infervalos de fres o fambién
tres infervalos de dos.

Observacion: En el caso de que el rango resulte un ndmero primo, se procede a aumentar
una unidad a la cantidad mayor, y de igual forma, restar una unidad a la cantidad me-
nor, hasta lograr en la diferencia un ndmero divisible.

Ejemplo: En los datos : 59, 57, 68, 69, 86, 75, 89, 88, 87, 89, 90, 94, determinemos el valor del
rango y el nUmero de intervalos a conformar en la tabla de frecuencias.

Rango = xmax - xmin; Rango = 94 - 57; Rango = 37

Aumentando y disminuyendo: Rango = Xmax - Xmin; Rango =95 - 56; Rango = 39

Entonces, al observar los factores de 39, podemos concluir que es posible formar trece inter- g

valos de fres o, en su defecto, fres infervalos de frece.
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Marca de clase (x)

Es valor medio de cada clase y se obfiene mediante el
promedio del valor minimo del infervalo y el valor mayor
del intervalo.

25; 32; 25; 34; 50; 35; 25; 37; 25; 37; 25; 38; 00; 27; 25; 28; 50; 26; 25; 32; 50; 35; 25; 36; 40; 34; 50; 35; 25;
38; 00; 39; 65; 40; 25; 42; 25; 30; 75; 25; 75; 25; 50; 26; 25; determinemos el valor del rango, el nimero de
intervalos y la marca de clase.

Ejemplo 12

Solucién:

Rango = xmax - xmin; Rango = 42,50 - 12,5; Rango = 30
Entonces se pueden formar los infervalos segun las opciones:
+ Cinco infervalos que comprendan seis unidades.

« Seis intervalos que comprendan cinco unidades.

« Diez infervalos que comprendan fres unidades.

« Tres intervalos que comprendan diez unidades.

Para el ejemplo, escogeremos cinco infervalos que comprendan

seis unidades, asi fendremos la siguiente tabla de frecuencias para

intervalos: Intervalos A £
[12,5-185] | 15,5 4

[18,5-24,5[ | 21,5 3

Realizamos el conteo de los 35 valores que se encuentren dentro del [24,5-30,5[ | 27,5 12

infervalo para deteminar la frecuencia. [30,5-365[ | 335 8

Se verifica que el total de la frecuencia absoluta coincide con el [36,5-42,5[ | 39,5 8
numero de datos de la muestra. = Tabla 13. =35 ,

Luego de deferminar los intervalos, calculamos la marca de clase.

26. En los datos: 12, 50, 38, 26, 55, 18, 27, 13, 25, 28. Al lanzar un dado cuarentay dos veces, obte-
18, 25, 17, 50, 28, 50, 27, 75, 28, 29, 25, 67, 34, nemos los siguientes resulfados.
30, 25, 32, 25, 34, 50, 35, 25, 37, 25, 37, 25, 28, 3.2,1,63542426416451126,4
50, 26, 25, 32, 50, 35, 25, 36, 50, 55, 35,37, 45, 3432125315656241651.26
54, 36, 34, 50, 35, 25, 38, 42, 25, 30, 25, 58, 25, P T T
50, 26, 25; defermina el valor del rango, el nu- Calcula el rango, el nimero de infervalos, rea-
mero de infervalos y la marca de clase. lizar la tabla y colocar la marca de clase.

I

]

I

}

I

I

]

I

I

I

1

I

I

1

I

1

|

| 27.Considerallas estaturas de 28 QlUMNOS EXPIEST- o | oo reiriaside Fakila v e pess
i dos en cenfimefros. producidas por una maquina son:

i 154 158 162 148 163 153 159 180 165 168 6.8: 6,5: 6,9: 7.0: 68: 6,7 6,9; 6,4: 7,0: 7,1; 6,7:
: 156 148 162 157 153 158 147 165 166 175 6,6; 6,4;6,7;7,2; 68; 6,9; 6,9; 6,5; 7,0; 6,9; 6,7;
I
I
I
I
I
1
1
1
I
I
I
I
I
[}

172 167 160 155 147 156 161 159 65 681 65, O 69 T L; 1:0:6,61006; 6,8

reproduccion

Calcula el rango, el nimero de infervalos, reali- Calcula el rango, el numero de infervalos, rea-
zar latabiay colocar lamarce desclase lizar la tabla y colocar la marca de clase.

2
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1.10. Medidas de tendencia central para datos agrupados

Los datos agrupados se caracterizan por aplicarse para
una canfidad de datos estadisticos mayor que 20, los
mismos que son agrupados en intervalos para analizar-
los de manera mds simple, resumiendo la informacion.
Aligual que en los datos no agrupados, fambién se dis-
pone de la media arifmética, mediana y moda, cuyos
cdlculos difieren de los dafos no agrupados.

1.11. Media aritmética para datos agrupados

Es el pardmetro estadistico mds representativo de un determi-
nado grupo de datfos. Se obtiene mediante el cociente entre
el producto de la marca de clase (xi) y la frecuencia absolu-
fa (fi); para el cdlculo se utiliza la siguiente expresion:

En una institucién educativa se realiza un estudio, en el cual se analiza las estaturas medidas

o
; en centimetros de treinta estudiantes, los resultados fueron: 167, 158, 167, 165, 167, 170, 158,
g- 168, 167, 160, 159, 162, 154, 155, 158, 168, 157, 169, 166, 168, 173, 162, 165, 170, 159, 162, 158,
(8 170, 150, 155. Considerando los datos, deferminemos el valor de la media aritmética para datos
w

agrupados.

Solucién:

Determinamos el rango: Rango = xmdéx - xmin; Rango = 170 - 150; Rango = 20.

Pero se debe considerar que el valor 170 no debe incluirse como extremo superior de un inter-
valo entonces: aumentando y disminuyendo: Rango = 171 - 149; Rango = 22.

Se establecerian dos intervalos de once o fambién once de dos unidades, por conveniencia de
andlisis generamos otra clase de intervalos, entfonces: Rango = 172 - 148; Rango = 24.
Establecemos los intervalos: Realizaremos cuatro intervalos de seis unidades.

Formamos la tabla de frecuencias para datos agrupados:

En el confeo tenemos:

167,158,167,165,167,170,158,168,167,160,159,162 | 1ntervalos 4 § x4
,154,155,158,168,157,169,166,168,173,162,165,17 | L148-154 | 151 | 1 151
0,159,162,158,170, 150,155 [154-160[ | 157 | 10 1570
[160-166[ | 163 | 5 815
" xf =
2,=1 i _ 4902 ~ 163,40 [166 - 172[ 169 14 2366
" e m Tobla 14, %f=30 yxf=4902

El valor de x es de 163,40
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1.12. Mediana para datos agrupados (Me)

Se la conoce como clase de mediana, es una medida estadistica que al igual que en los
datos no agrupados, divide el conjunto de datos estadisticos en la mitad, generando un
punto medio de referencia, se calcula mediante:

Simbologia:
Me = mediana.
% - faiant Lim, . = limite inferior del infervalo de la mediana.
Me = Lim,,+ T "@  n = nUmero de datos estadisticos.

fainf = frecuencia absoluta acumulada en el inter-
valo anterior al de la mediana.

a = amplitud del infervalo.

Los datos estadisticos que se obtuvieron en una encuesta fueron:
28 32 29 30 30 27 31 30 28 27

27 26 32 34 33 26 33 34 33 25

30 30 27 31 27 26 32 34 29 32

Determinemos el valor de la mediana para datos agrupados.

Ejemplo 14

Solucioén:

Determinamos el rango: Rango = xmdx — xmin; Rango = 34 - 25; Rango =9

El valor 34 no puede incluirse como valor superior del intervalo enfonces es necesario aumentar
y disminuir: Rango = 35 - 24; Rango = 11, resulta ser nimero primo entonces aumentamos y dis-
minuimos: Rango = 36 - 23; Rango = 13, resulta ser nimero primo nuevamente entonces Rango
=37 -22;Rango = 15.

Establecemos los intervalos: Realizaremos fres infervalos de cinco unidades.

Formamos la tabla de frecuencias para datos agrupados:

En el conteo tenemos: Intervalos X, £ X1

28 32:29 30:30 27 31 302827 4 4

27 26 32 34 33 26 33 34 33 25 15 19

30 30 27 31 27 26 32 34 29 32 [32-37[ 345 1 30

m Tabla 15. Xf=30
. n 30 . . . . n o

Determinamos 2 =32 = 15 y ubicamos los valores superior e inferior a 2 en fai; asi fenemos
i n
] 4 < 5 < 19, ademads ubicamos el intervalo del valor superior: 27 - 32.
ﬁf, o %-faiant B 15-4
; Me = Lim, .+ i ;s Me =27+ 5 -5
6 55 11
- Me=27+—-7- ; Me=27+ —— ; Me= 22, Donde Me = 30,67

15 3 3 /
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1.13. Moda para datos agrupados (Mo)

Para datos agrupados, es el dato estadistico que mds
se repite en el estudio de cierta variable, se calcula

mediante:
Simbologia:
Mo = moda.
Af, Lim, = limite inferior del intervalo de la moda.
Mo =limEtS=—r—-——tta o : ; :
inf Af; oy A fz Af1 = diferencia entre la frecuencia absoluta del intervalo

modal menos la frecuencia absoluta del intervalo anterior.

Af2 = diferencia enfre la frecuencia absoluta del infer-
valo modal menos la frecuencia absoluta del intervalo
consecutivo.

a= amplitud del intervalo.

i
La siguiente tabla de frecuencias resume en infervalos el nimero de articulos vendidos durante

aritmética, mediana y moda para datos Determina los valores de la media aritmética,
agrupados. medianay moda para datos agrupados.

- i
Pl 43 dias. Determinemos la moda para datos agrupados. |
i Solucién: :
N }
.g Intervalos X, f, fai ) !
i [120-135[ | 127,5| 5 7 Frecuencia absoluta modal = 9 !
[135-150[ | 1425| 9 16 Frecuencia absoluta intervalo anterior =5 i
[150 - 165[ | 157,5 3 28 Frecuencia absoluta intervalo siguiente =3 i
[165-180[ | 1725 | 2 43 Y ademds a = 15. !
Yf=19 Af,=9-5=4 i
W Tabla 16. Af,=9-3=6 i
Reemplazamos en la expresion: i
Af, 4
Mo=Lim +-——"—-a ; Mo=135+-—--15 ;Mo=135+6 ;Mo=141 i
Af, + Af, 10 }
Por lo tanto la moda es 141 articulos. ,:
)
i 30. Para la siguiente disposicion de datos: 31. Segun la tabla:
| 12 28 23 32 36 48 50 55 57 26 Intervalos | X, f
]
! 48 50 55 57 48 12 28 23 48 12 [130-150[ | 140 5
! s
| 15 28 29 32 32 28 23 55 12 28 [Lo0-t70L d o0 1 ¢
! 48 12 28 28 29 32 32 32 36 48 [t il 2 S
i [190-210[ | 200 4
| Determina el valor del rango, el nimero de o =
i intervalos y la marca de clase, la media m Tabla 17.
|
]
I
.}




