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EDITORIAL
DON BOSCO

Un objetivo manifiesto del Ministerio de Educacién es combatir el sexismo y la discriminacion de género en la sociedad ecuatoriana y promover,
a través del sistema educativo, la equidad entre mujeres y hombres. Para alcanzar este objetivo, promovemos el uso de un lenguaje que no
reproduzca esquemas sexistas, y de conformidad con esta practica preferimos emplear en nuestros documentos oficiales palabras neutras, tales
como las personas (en lugar de los hombres) o el profesorado (en lugar de los profesores), etc. Solo en los casos en que tales expresiones no
existan, se usara la forma masculina como genérica para hacer referencia tanto a las personas del sexo femenino como masculino. Esta practica
comunicativa, que es recomendada por la Real Academia Espafiola en su Diccionario Panhispanico de Dudas, obedece a dos razones: (a) en
espanol es posible <referirse a colectivos mixtos a través del género gramatical masculino>, y (b) es preferible aplicar <la ley lingtistica de la
economia expresiva> para asi evitar el abultamiento grafico y la consiguiente ilegibilidad que ocurriria en el caso de utilizar expresiones como las y

los, os/as y otras férmulas que buscan visibilizar la presencia de ambos sexos.
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|. CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

Ya conoces las operaciones de adicién y mulfiplicaciéon en el conjunto de los nUmeros ra-
cionales y también sus propiedades. En el caso de ndmeros irracionales, tornaremos aproxi-
maciones decimales de estos nimeros y operaremos con ellas. Es decir, las reduciremos a
operaciones con ndmeros racionales.

Adicién de nimeros reales \ Multiplicacién de nimeros reales
Para sumar dos nimeros reales, sumamos las sucesi- Para multiplicar dos ndmeros reales multiplicamos
vas aproximaciones decimales del mismo orden. las sucesivas aproximaciones decimales del mismo
orden.
V3=173205080.. ; \8=282842712.. V6=244948974.;  T=314159265..
17320 < V3 < 17321 24494 < 6 < 24495
+28284 < /B < 28285 x314156 < T < 3116
45604 < V3+V8 < 45606 76947901 < V6T < 76953492

El niimero real suma de /3 +/8 es: El nUmero real suma de V6 * T es:
V3 +\/8 ~ 45605 V6 - T =7694795

Observa que solo son correctas tres de las cuatro ci- | En este caso, solo podemos asegurar las dos primeras
fras decimales obtenidas al sumar las aproximacio- | cifras decimales del producto. Como en la adicién, si
nes. Si queremos obtener la suma con un determina- | queremos obtener el producfo con un deferminado
do orden de aproximacién, debemos tomar algun | orden de aproximacion, debemos tomar algin orden
orden mds en los sumandos. mas en los factores.

W Tabla 1
1.1 Propiedades de los nimeros reales
Como la adicién y la multiplicacién de nUmeros reales consisten en sumar y multiplicar apro-
ximaciones decimales, que son nimeros racionales, las propiedades en R son las mismas
que en Q.
Secumple:vVa b ceR

o Adicién Multiplicacién

Y TAMBIEN: (¢ Asociativa: Elemento neutro:

Sustraccién y divisién de ni- a+(b+g=(@+b)+c a 1=1.aa

meros reales Elemento neutro: Asociativa:

« La resta de dos nime- a+0=0+a=a | a(bc=(@b)c
ros reales la obfenemos Elemento opuesto: Elemento inverso:
al sumar al minuendo el 4.4 (c4) = /() e =0 1_8 e m
opuesto del sustraendo. a-g=7as

a-b=a+(-b) Conmutativa: Conmutativa:

* El cociente de dos nUmeros a+tb=b+a ab=b-a
reales 1o obfenemos al muk |y itiva de la muttiplicacion respecto de la adicion:
tiplicar uno de ellos por el in- a(b+doabsac
verso del ofro (siempre que

éste sea diferente de cero). mTabla 2
a 1 b=0) Por cumplirse estas propiedades, decimos que el conjunto
D b R con las operaciones de adicién y multiplicacion fiene es-

tructura de cuerpo conmutativo.




1.2. Propiedades de orden de los nimeros reales

Hemos visto que los nimeros reales pueden representarse sobre la recta.

Esta representacion permite establecer un orden en el conjunto R.

Dados dos nimeros reales, a y b, decimos que a es menor que b Y TAMBIEN: ("

y escribimos a < b si, al representarlos sobre la recta real, a queda ; . P
T Y El signo © se lee si, y sdlo si,
sl ehe it LIRS o y significa que las expresiones

que aparecen a ambos loa-

A partir de la relacién <, podemos definir las restantes dos son equivalentes.

relaciones: Andlogamente, podemos de-
finir la relacién de orden en
a<bea<boa=b a>beb<a a>beb<aob=a sentido contrario, es decir:
b > a si la representacion de b
De estas definiciones deducimos las siguientes propiedades: en la recta estd a la derecha

deladeaosib-a>0.
* Propiedad reflexiva: a < a

* Propiedad anfisimétrica:a<byb<a<a=b

* Propiedad transitva:a<byb<c—-a<c

* Propiedad de ordentofaa<bob<a

Por ultimo, enunciamos dos propiedades que fienen que ver con las operaciones y las des-

igualdades:

Si sumamos un mismo ndmero a los dos miembros de una desigualdad, esta se mantiene:
siasbeazxc<bz*c

Si se multiplican o dividimos los dos miembros de una desigualdad por un mismo ndmero
real, se mantiene el sentido de la desigualdad si el nUmero es positivo, y se invierte el senfido
si es negativo:

sia<byce0lc-a<c-b

sia<byce0lc-a=c-b

1. Representa graficamente de forma 4. Ordena los nimeros reales de cada par.
eométrica sobre la recta real los
g 0).\/§y.% b) my314 ©) Ty ym

nimeros /5,7y 8
T ——— 5. Representa sobre la recta real y ordena de menor a
mayor los nimeros siguientes:

recta real los nimeros siguientes:

mero de manera aproximada.

-V3 25 -3/6 \/5;%;0;3,1514;-\/5;1: !
.
3. Al deferminar el valor de \io con la 6. Ordena de menor a mayor el valor numérico de las si- |
calculadora obtenemos el siguiente guientes expresiones algebraicas six es un nimero real |
numero: 3,16227766.... mayor que 1. i 5
" 1 S
Representa sobre la recta este nu- 2 5% x-102:03 ;- Lx:4x ! &
I




1.3. Potenciacién de nimeros reales con exponente entero

Sabemos que el producto de varios ndmeros racionales iguales puede expresarse como
una potencia de base racional.

) (3G E)HE-6]

La potencia de base a, es un nimero real y su exponente es un ndmero nafural n, la potencia es el pro-

ducto del nimero a por si mismo, n veces.
a'=a-a-a..a

nveces

1

a® aaaaaa
| o E—— =Q

a a-a-a-a-a

Pero, ¢qué sucede si el exponente de una potencia es 1? En tal caso no podemos aplicar
la definicidon de potencia, ya que no existen productos con un Unico factor. En este caso se
foma como valor de la potencia la propia base. Asi, por ejemplo, il = .

n+l
a _ 4 neN,aeR
Gn

Las operaciones con potencias de base real y exponente natural tienen las mismas propiedades que las
de base racional.

Consideremos seguidamente el caso en que el exponente sea un nimero entero.

Las potencias de base real y exponente entero positivo son justamente las potencias de
base real y exponente natural. Pero ¢qué ocurre si el exponente es 0 0 un nUmero entero
negativo?

A las potencias de exponente 0 o un nUmero entero negativo las definimos de manera que
las propiedades de las pofencias de exponente natural continden siendo vdlidas, en parti-
cular la propiedad de la divisidn de potencias de la misma base.

‘ Potencias de exponente 0 Potencias de exponente negativo
* Consideramos la division m*: . » Consideramos la divisién m®: m°,
T i L0 o | P [ ()
> Tomemem | MMM T TR I
- 3.8 n-z=T[L2

Si aplicdsemos la | Si aplicdsemos la j
regla para dividir — 7744 = 10 regla para dividir —» 13 %= 1'%
potencias potencias

La potencia de base nimeroreala, a # 0, y ex- La potencia de base ndmero real a, a # 0, y ex-
ponente 0 es igual a 1. ponente un nimero entero negativo - es igual
alinverso de la potencia de base a y exponen-
a’°=1,cona#0 fe positivo.
e a'l“

W Tabla3




1.6. Operaciones con radicales

Podemos mulfiplicar, dividir, elevar a una pofencia o extraer la raiz de cualquier radical. Sin
embargo, para sumar o restar dos radicales, estos deben ser semejantes.
Suma y resta de radicales

La suma o resta de radicales semejantes es ofro radical semejante alos dados, cuyo
coeficiente es igual a la suma o resta de los coeficientes de los radicales sumandos.

a-VB+ c-'\'/k_)= (a+c]-Vk_)

Calcula:

a -2+3V2-4/2+8\2

b. 7/5-6/3+8/5-3/3-4y3

c. 12/7-8/7+9\7

Desarrollo:

a. -\2+3/2-4\2+8/2=(1+3-4+8)-/2=6\2

b. 7\/5-6\/3+8/5-3\/3-4/3=(7+8) \5+(6-3-4) \/3=15/5-13/3
c. 12V7-8Y7+97=(12-8+9)-\7=13\7

Multiplicacién de radicales

El producto de radicales del mismo indice es igual a ofro radical con igual indice cuyo coe-
ficiente y cuyo radicando son iguales, respectivamente, a los productos de los coeficientes y
los radicandos de los factores.

avb ~c'\'/a =a-cyb-d
Divisién de radicales

El cociente de dos radicales del mismo indice es igual a otro radical con igual indice cuyo
coeficiente y cuyo radicando son iguadles, respectivamente, al cociente de los coeficientes y
los radicandos de los radicales dividendo y divisor.

s o
C'VB c\Vd

10. Efectia. 11. Expresa como la raiz de un cociente:
a. -2\7+5V7-8Y7+3V7-5V7+7\7 V22 Va i \iza

Vo Vb \iec \ba
b. ﬁ-zﬁnf-é‘—ﬁ

c. 5Y11-3\17-4\11-9y11 +8\17




Calcula
N

o]

o 5/3

g a2 %73 L 6V5 - 65
: a2 N
o

a
N
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: oA
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n
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Potencia de un radical

La potencia de un radical es igual a ofro radical cuyo coeficiente y cuyo radicando estdn
elevados a dicha potencia.

(a'\'/t_))m=am-'{/b_m
Raiz de un radical

La raiz de un radical es ofro radical cuyo radicando es el mismo y cuyo indice es el pro-
ducto de los indices de las raices.

Calcula. ! Solucién: |
]
1 |
a. (y7y | a@yTr=25-(7r =227 i
1
| ]
| |
b. /348 ! b, /Y48 =" 48 =18 |
1
| I
]
c 3 5 c3=2%3=13 E
3
12. Di si son ciertas o falsas las siguientes igualdades: 13. Calcula.

i b. £= 2 e,\/\/i=3
i




<
1
o
£
o
[y

1.7. Operaciones combinadas

También podemos encontrar series de operaciones combinadas en las que aparezcan ra-
dicales. Para resolverlas tendremos en cuenta el orden de prioridad de las operaciones que
ya conoces.

Calcula.

a. \2@3-4y8)=3/2-4y2-/5=3\2-4\10
Aplicamos la propiedad distribufiva.
b. (2+3(2)(5-/2)=2(5-V2)+3\2(5-\2)=2-5-2/2+3-5/2-3\2\2
=10-2/2+15\2-6=4+13\/2

Agrupamos términos semejantes.

e @+3=@+3) @+)-2+B)n[3@3)-4+23+2/3+3\3-a+a3+3-7+a3
. (6262 =66-\/2)+\2(6-\/2)=36-62+6\2-\/2\/2 = 36-2- 34

Observa que el Ultimo resultado no tiene radicales. Esto se debe a que es el producto de la
suma de dos nimeros por su diferencia, que da como resultado la diferencia de los cuadra-
dos: (a+b) (a-b) =a2-b2 Y esto, en el caso de una raiz cuadrada, conlleva la eliminacién
de la raiz. También se podia haber resuelto de esta manera:

(6+V2) (6-2)=6>-(\/2)’=36-2=34
Decimos que una suma de radicales y su diferencia son ex- Y TAMBIEN: T 1"7_

presiones conjugadas.

; _— . , La expresién conjugada de
Asi, a +b esla expresion conjugada de a - by, reciprocamen-

te, a- b es la expresion conjugada de a + b. Va+\b es \a-\b

Al multiplicar dos expresiones conjugadas desaparecen las
raices cuadradas que pudieran existir.

(fa+B)-(/a-/B)=a-b

14. Efectua.
a @13 b. 11 (Y1 +/3) e 70 +\2) d. 53 +\5)
15. Calcula.

16. Escribe la expresién conjugada de cada una de estas expresiones:

G OWF blB] (o) (e o) GE) B
; 2+/3:3-5/2:1-/2:\/3-5 i
s |

—Multiplica cada expresion por su conjugada.

Tro
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Entre dos nimeros racionales
cualesquiera hay infinitos Nd-
meros racionales.

Cuando un conjunto cumple
esta propiedad, decimos que
es denso.

Y TAMBIEN: &

Propiedades de las opera-
ciones con potencias de ex-
ponente entero
* Multiplicacién de poten-
cias de la misma base
am, gh= am+n
* Division de potfencias de
la misma base
am:ai=amn (a>0)
* Potencia de un producto
(a.b)»=a".bn
* Potencia de una potencia

(am) n — gmn

1.8. Potenciacién de nimeros reales con
exponente racional

A las potencias de exponente racional las definimos me-
diantfe radicales del modo siguiente.

La potencia de base un nimero real a y de exponente un
nUmero racional m/n se define como la raiz de indice ny
radicando a™.

Asi, observamos que los radicales pueden expresarse como
potencias de exponente racional y viceversa. En los siguien-
fes ejemplos, aprenderemos cémo se fransforman mutua-
mente unos en ofros.

Expresa como potencias de exponente racional.

I

|

I

] 3 s[3Y

E a. A2 b. ( 5)

| Apliguemos la definicién.

I

i 4
' 5 o 3V_(3Y
| o Yz -y b Y3)=(3)
) ;

A las potencias de exponente racional las definimos de manera que las propiedades de las
potencias de exponente entero continlen siendo validas. Asi, para operar con pofencias de
exponente racional, aplicaremos las propiedades que se recogen al margen. Fijate en el

ejemplo siguiente.

Calcula:

Sles

a. (2+o)3‘(2+o)%-(2+0)
b. (4-2\/3)% :(4-2{3)%

3
c. (9-a-b)"

Apliguemos las propiedades de las operaciones con potencias.

3 1 3 9
2=(2+a)**7*7 =(2+q)?

a. (2+o)°-(2+a)%'(2+o)

™
™

Ejemplo 6



1.9. Intervalos de nimeros reales

Puesto que el conjunto de los numeros reales estd ordenado,
podemos hablar de los nUmeros reales comprendidos entre
dos numeros reales determinados. Estos nimeros se corres-
ponden con un segmento de la recta real y constituyen lo
que denominamos un intervalo.

Segln contengan o no los extremos, se tienen los siguientes
tipos:

El simbolo @ indica el extremo
contenido por el infervalo y el
simbolo o, el no confenido.

Intervalos

Cerrado

El intervalo cerrado de exire-
mos ay b, a<b, es el conjunfo
de fodos los reales compren-

Abierto

El intervalo abierfo de exire-
mos ay b, a < b, es el conjunto
de todos los numeros reales

Semiabierto
El infervalos semiabierto de exiremos ay b, a< b,
es el conjunfo de todos los nimeros reales com-
prendidos enire ay b y que contiene solamente

didos entfre a y b, incluidos los comprendidos enfre a y b, ex- uno de los extremos.

extremos. cluidos los extremos.
Se representa por (a, b] o [a, b) , segln el extremo
que contenga sea el derecho o el izquierdo.

Se representa por [a, b]. Se representa por (a, b).

—Om—— —O O—
a b a b a b

[a,b]={xeRla<x<b} (a,b)={xeRla<x<b} (a,b]={xeRla<x< b}[ab)={xeR|las<x<b}

W Tabla 8

La distancia entre los extremos a y by, en general, la distancia enfre dos nimeros reales a y
b es el valor absoluto de su diferencia: d (a, b) = |a-b|

Asi, la distancia entre -4y 5es: d (-4,5) =|-4-5|=]-9| =9

Intervalos infinitos Y TAMBIEN: |
El simbolo +o0 (mds infinito)
no representa ningn nuimero
real. Lo utilizamos para indicar
un valor mayor que cualquier
numero real.

A los infervalos que en uno de sus extremos fienen el simbolo
oo |0s llamamos infervalos infinitos, y 1os correspondemos con
semirrectas de la recta real.

Intervalo ‘ Representacion De la misma manera, al sim-
o 500 bolo -0 (menos infinifo) lo uti-
@+ ) ={xeR|x>a} a lizamos para indicar un valor
- Py menor que cualquier nimero
[a, + ) ={xeR|x=a} a real.
_ -0 < +
(-o,a) ={xeR|x<a} 3
(-0,a] = {x€R| x < a} =004 s a0

W Tabla 9

Observa que silos dos exiremos son infinitos obtenemos la recta real: (- oo, +00) =R

k5]
&
e}
£
&
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1.10. Operaciones con intervalos, unién e interseccién

Como los infervalos en la recta real son conjuntos de nimeros, las operaciones entre ellos se
realizan aplicando los mismos procedimientos de operaciones entre conjuntos: unién, infer-
seccion, diferencia, diferencia simétrica, complemento, leyes de Morgan, efc. Los resuttados
de las operaciones con intervalos se pueden expresar en notacién de intervalo, en notaciéon
de conjunto o gréficamente.

Y TAMBIEN: |42

Unién e interseccién de
conjuntos
¢ Llamamos unién de dos con-
junfos A y B, y escribimos A U
B. al conjunfo formado por los
elementos que pertenecen a A
oaB.

A UB= {x|xeA oxeB}

Llamamos inferseccién de dos
conjuntos Ay B, y escribimos A
N B. al conjunto formado por
los elementos que pertenecen
aAyaB.

ANB= {x| xeA yxeB}

Llamamos diferencia de dos
conjunfos A y B, y escribimos
A-BoA\ B al conjunfo for-
mado por los elemenfos de A
que no pertenecen B.

A\ B = {x| xeA y x¢B}

A-B= {x| xeAyx¢B}
Ejemplo:
SIA={1,2,3}y B= {2,4,6}
entonces:
AUB={1,2,346}
ANB={2}
A-B={1,3}0A\B={1,3}
Liamamos conjunfo vacio a

aquel que no fiene elementos. Lo
representamos con el simbolo @.

Unién e interseccién de intervalos

Puesto que los intervalos son conjuntos de nimeros, podemos
utilizar los simbolos U y N para expresar el conjunto formado
por varios infervalos (U) o el conjunto de los puntos que son
comunes a varios infervalos (N). Veamos un ejemplo.

Dados los conjuntos A= {xER /x<4}yB={x€ER/x>-2},

escribimos los intervalos comespondientes a estos conjuntos y ex-
presamos, mediante infervalos, AU B,ANB,B—{1}yAnB —{1}.
Tenemos:

_ - o o+
A=(-,4) 4 3 2 1 0 1T 2 3 4 “
B=(-2,+%) - oo t—t "

4 3 2 -1 0 1 2 3 4
Los infervalos pedidos son, respectivamente:
AUB= (-0,4)U (-2,40) = (-0,0) =R
- & »+ o

2 -1 0 1 2 3 4

ANB= (-0,4) N (-2, +0) = xER|-2< x <4} = (-2,4) =E,(1)

- oo« p+ oo
2 A o 1 2 3 4

B-{}=(2+0)-{1}=(2 DU (L +x)

- oo + oo
2 -1 a 1 2 3 4

ANB-{1}=(-24)- {1} = (-2 1) U(1,4) = E*(1)

e e

21. Ordena de menor a mayor los siguientes nU-  23. Expresa los infervalos que comesponden a

meros:

1
-9 g -2

22. Escribe el conjunto de numeros reales que
corresponden a cada uno de los siguientes B

intervalos y represéntalos:

kg

171

¢-\/2.3) (. 5];(- o, %] [_

estos graficos:

\/3 -HallaAUB,AUCBUC,AnB,AnCBNnC
S o>
4 § 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7
|
P 4 4 + i 4 i : |
‘-6 -I5 4 3 2 -‘] 0 1 2 3 4 5 6 7 g i
], (4, + ) Ca — >
4 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 :

o
L)
[}
£
o
2




1.11. Operaciones con intervalos, diferencia y complemento

La operacién diferencia de dos intervalos es ofro intervalo que contiene los elementos que
pertenecen al primero pero NO al segundo. Graficamente, a la solucién la encontramos
localizando los infervalos en una recta real y resaltando el primero con lineas inclinadas en
un senfido y el segundo con lineas en sentido confrario. Elintervalo solucion (l,) corresponde
a la parte «rayada» con la inclinaciéon del primero.

(=]
Lo
[o
=
o
iy

Calculemos el |, de: A - B (Leemos A diferencia B), siy A= [-3,6] yB=(0,4)
A B
- 00 + oo
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Con rayas inclinadas como el primero estd de -3 y de 4 a 6; por lo tanto, estos son los intervalos solucion.
Los limites deben pertenecer al primero: -3€A, 0€A, 4 €Ay 6€A, | en nofacion de infervalo: [-3;0] U [4;6]

La operacién complemento de un intervalo es ofro infervalo que contiene los elementos que
le faltan para completar el conjunto universal, que en este caso es la recta real. Gr&ficamen-
te, a la solucién lo enconframos al localizar el intervalo en una recta real y resaltar los fal-
tantes con lineas en el mismo sentido. El intervalo solucién corresponde a la parte «rayadans.

1. Si A= [-3; 2). Calculamos A"
A A
«—0 >
1 I it
T T

A’= (-00;-3) U [2;+0)
2. Hallemos el A” del intervalo: A= [2,5)
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i 24. Caleula:

I a(e3)-(7-4) c (1:0)-(23) e (68)U29  g[37)Nn(28)

I b.22-(16) d. (=0;2)-[1:3] £[32] N@G38) h. (4, 4] U (-0, 1)

| 25.5ea A =[3,10)y B = (-1, 12], halla: £
1\ a.AUB b.ANB c.A-B d.B-A e. A" -B 5B = | :




2. LOGARITMOS

Seguramente habrds oido hablar de una propiedad de las sustan-
cias llamada pH.

Si una sustancia tiene pH igual a 7 decimos que es neutra, si su pH es
mayor que 7 decimos que tiene cardcter bdsico y si es menor que 7,
cardcter éeido.

Al pH definimos como el negativo del logarifmo de la concentracién
de iones hidrégeno, cambiado de signo. El hidrégeno es un tipo de
dtomo; la concentracion es la cantidad que existe en un volumen de
disolucién, pero, ¢qué es el logaritmo?

El logaritmo es un concepto matemdtico relacionado con las
potencias.

Observa esta tabla. Si fenemos la base y el exponente de una po-
tencia, podemos calcular répidamente el valor de dicha potencia.

Base EXpOnenTe (a) Potencia (X)

10 ' 1 10

10 2 100

10 3 1000
10 0 1

10 7 a 7 0l

10 2 001

W Tabla 10

Sin embargo, en defterminados cdlculos con pofencias, lo que nos inferesa conocer es el

Y TAMBIEN: |&?

El concepto de pH aparece
en diferenfes productos. Por
ejemplo, se acepta que para
que el agua de una piscina
sea apta para el bano, debe
poseer un pH comprendido
enfre 7, 2y 7, 4; un limpiador
tiene pH bdsico; el jugo de

una fruta pH acido...
pH = - log [H*]
Y TAMBIEN: |

Los logaritmos de base 10
también reciben el nombre
de logaritmos decimales.

El logarifmo decimal de x, log x,
es el niUmero al que debemos
elevar 10 para que nos dé x.

100=xelogx=a

exponente al que hay que elevar la base para obtener la potencia.

I Liamamos logaritmo en base 10 de un nimero real x a ofro nimero real a de manera que 10°= x. Lo

expresamos como log,  x = a, o simplemente log x = a.
As:
» Puesto que 10% = 100, se tiene log 100 = 2.
» Puesto que 10 = 0,1, se tiene log 0,1 = -1.

Observa que el logaritmo de una potencia de base 10 es igual al exponente de la potencia:

100=xelogx=a

X 10 100 1000 1 0.1 0,01
1 2 3 0 -1 2
log x puesto que puesto que puesto que puesto que puesto que puesto que
10'=10 102 = 100 10° = 1 000 10°=1 10" =01 102 = 0,01

W Tabla 11

28. Caleula, aplicando la definicién, los siguientes logaritmos.

|
|
]
i a. log10000; b. log10; ¢ log10%  d.log00001; e. log 1000000
1
1
\

—Comprueba que esfos resultados son iguales a los que obtienes utilizando la calculadora.

Prohil
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CALCULADORA 1 2.1. Cdlculo de logaritmos

Veamos cdmo puede calcularse el logaritmo de un nimero
que no es potencia de 10; por ejemplo, log 9.

Para calcular log 9:

1 ]

1 ]

l I

1 I

| — Infroducimos el ndmero9y |

1 I

! pulsamos la fecla m ! 10°=9&log9=a

| (omswews] -

: B m ! Puesto que 9 no es una potencia de 10, no podemos calcu-
! Elnimero 0954 2425 que apa- | lar de forma inmediata su logaritmo. Asi pues, obtendremos
1 ]

\ feceenpanfallaesellog9. /el resulfado por ensayo-error, mediante fablas de logaritmos,
""""""""""" o bien al utilizar una calculadora.

» Las tablas de logaritmos son tablas que permiten calcular el valor de cualquier logaritmo con
una cierta precision. Consisten en varias filas y columnas de nimeros que expresan la parte
decimal del logaritmo o mantisa. Su uso era habitual anos afrds, antes de que se extendiera el
uso de la calculadora cientifica. Hoy en dia, han quedado en desuso.

* Actualmente, el sistetna mds empleado para calcular logaritmos es la calculadora cientifica,
gue nos permite calcular log 9 de una manera répida.

log 9 =0,954242...

2.2 Propiedades de los logaritmos

Los logaritmos presentan una serie de propiedades que podemos deducir de su definicion.
Fijate en la fabla siguiente.

Logarifmo de un producto \ Logaritmo de un cociente \

El logaritmo del producto de dos nimeros reales x e y | El logarifmo del cociente de dos nUmeros redles x e y es
es igual a la suma de los logaritmos de dichos nimeros. | igual ala diferencia de los logaritmos de dichos nimeros.
log (x- y) =logx+ logy
Demostracion
Sean ay b los logaritmos de x e y, respectivamente
logx=a;logy=>b
Por la definicién de logaritmo, tenemos que:
logx=a©x=10%logy=bey=10°
X y=10%-10°=10**=> s s X\ B
=log(x:y)=a+b=logx+logy v 10° $1‘)g(y)—a'b— logx -logy

log(l) =logx-logy
% y
Demostracion
Sean ay b los logaritmos de x e y, respectivamente.
logx=a;logy=b
Por la definicién de logaritmo, tenemos que:
logx=a©x=105logy=bey=10"

Logaritmo de una potencia | Logaritmo de un cociente \

El logarifmo de la potencia de base el nimero real x | El logaritmo de una raiz es igual al cociente enfre el
y exponente el nimero real y es igual al exponente ' logaritmo del radicando y el indice de la raiz.

multiplicado por el logaritmo de la base. log™ log x
og X =—2—
logx' =y-logx n
Demostracion Demostracién ;
Sean a =logx Observa que si expresamos VX como x™ y aplica-
Por definicién de logaritmo, fenemos que 10* = x. mos la propiedad anferior, obfenemos:

logx
n

De aqui deducimos:
X =(10¥=10¥=>logx*=a- y=y- logx

1
log X =logx™ =+ logx=

W Tabla 12




Ejemplo 14

Las propiedades de los logaritmos nos permiten escribir el lo-
garitmo de una expresiéon como sumas y restas de logaritmos.

Sepamos con un ejemplo cémo hacerlo.

3
Expresamos como sumas y restas de logaritmos: log (%)

3
log( 7;‘) =3 log 7;‘ =3-[log(7 - x) - log 6]

=3 (log 7 +logx -log 6)

2.3. Logaritmos en bases distintas de 10

Es posible calcular logaritmos que no sean decimales. Asi,
podemos plantearnos a qué potencia hemos de elevar 2
para obtener 8; es decir, cudl es el logaritmo en base 2 de 8.

log,8 =7
La respuesta serd 3, porque 23 = 8.

Podemos definir el logaritmo en cualquier base positiva b
diferenfe de 10 de un nimero real x como ofro nimero real
atal que:

*=xelogx=a

log,64 =3 ©4° =64

|
i
10g,0,04 = -2 & 52 = 0,04 !
I
log,16 807 =5 & 75 = 16 807 |

7

Y TAMBIEN: |

Generalizacién de las
propiedades

Las propiedades de los loga-
rifmos son igualmente vdlidas
si utilizamos una base distinta
de 10.

Paraunabaseb (b>0,b=1),
las propiedades que hemos
visto se escriben:

* log, (x y) =logx +logy
° log, <§) = log,x +log,y
° logx’ =y logx

. logh'{/; =l°#

Y TAMBIEN:

Podemos cambiar la base de
los logaritmos utilizando la si-

guiente propiedad:
log, x

log,x = 5
e og,

Asi, si sabemos que log, 5 =
0,699 y log, ;3 = 0,477, pode-
mos calcular log,5:

log,, 5

log,,3

log,5=

0,699
~ 0477

=1,465

29. EXpresa como sumas y restas de logaritmos.

a. log 2{;" c. log %
b. log [iT d. log( 27 J
X \isz.
30.Siloga=3ylog b =4, calcula:
a. log (a-b) c. log a?
b. log @ d. logb

2
10x
e. lo
(%)

f.

8X
1 28
og 0

&
Q
£
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f. ECUACIONES E INECUACIONES

4.1. Ecuaciones de primer grado con una incégnita y con valor absoluto
Una ecuacién de valor absoluto es aquella que tiene la incégnita dentro de un valor absoluto.

. . . . i >
Valor absoluto de un nimero real x, se escribe [x|, es el mismo ndmero x L
cuando es positivo o cero, y opuesto de x, six es negativo. [x|= 4 0,six=0
X, 81 x<0

La resoluciéon de ecuaciones de primer grado con valor absoluto, requiere de dos procedi-
mientos (Caso 1y Caso 2), en que utilizamos las mismas leyes de una ecuacion lineal normal.

Para eliminar el simbolo del valor absoluto cuando entre las barras hay una expresion en una
variable debemos tomar en cuenta los valores de la variable que hacen que la expresiéon sea
positiva y los valores de este literal en que la expresion sea negativa.

Las soluciones de una ecuacién de la forma | ax+b | =, donde a # 0y c es un nUmero posk
tivo, son aquellos valores que satisfacen:ax+b=cdax+b=-c.

Propiedades que ayudan a resolver ecuaciones

La idea de resolver ecuaciones con valores absolutos es fransformar el problema en resolver
ecuaciones sin valor absoluto. Para ello aplicaremos la definicion y propiedades que enuncia-
mos a confinuacion:

- Para cualquier nimero real x: » Para cualesquiera niUmeros reales x y a:
a. [x|=0
a=0 @
b. x|=0ex=0 f. |x|=ae y
c. |x2= x2 xTay/oxT-a @
d. V&)= [x] Caso 1 Caso 2
e -lxl<sx<|x

Primero, frataremos ecuaciones con un solo valor absoluto y con la variable dentro del valor
absoluto como |x + 2| =5 0 |2x — 5| = 15.

/" Resolvamos la ecuacién: |2x-5|=15
Apliqguemos la propiedad f:
* La primera desigualdad es obvia (15 2 0). por (i)

* Por , fenemos dos casos para analizar:
Caso 1 (x=aq) Caso2(x=-q)
si 2x- 5 =15 entonces x = 10 si2x -5=-15 enfonces x =-5

Asi, el conjunto solucién de la ecuacién resulta ser S = {-5, 10}

En este caso, el conjunto solucién resulta ser un conjunto finito.

43. Resuelve |as siguienfes ecuaciones con valor absoluto:

a.|3x-5|=4 b. |5x-3|=§ c. |3X2_2+ 5|: 10 d. |X_+3_%|: 3

sureprod
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El método que aplicaremos también puede ser extendido a ecuaciones en que la variable
también estd fuera del valor absoluto como: |2 - 3x| = x + 4.

Resolvamos la ecuacion: |2 - 3x| = x + 4.
Al aplicar la propiedad f, tenemos las siguientes opciones.

x+4=0 ,por @

[2-3x|=x+4 & Y
- = —_ - = - !
|2 3X|IX+4 Y 2 3xT (x+4) ,por@

\
1
I
1
|
1
|
I
1
|
1
I
|
I

©
o
[o}
£
Q
[rry

Caso 1 Caso 2
Para la desigualdad @ claramente x tiene que ser mayor que 4.

Xx+420 = x=-4 =X€[-4,+oo[,llamemos alintervalo
. anterior 1.
¥ TAMBIEN: . Para @ , fenemos dos casos para analizar.
Una fraccién...
: Caso 1 Caso 2

« No esta definida si el deno-

minador es cero. 2-3x=x+4 2-3x=x-4

7 4x =-2 2x=6

* Es cero si el numerador es

cero. =-1/2 x=3

« Es positiva si el numerador
y el denominador son de

: 5 Tanfo x = -1/2 como x = 3, perfenecen al intervalo I cumplen la
igual signo.

gesigualdad (7).

* Es negativa si el numera-
dor y el denominador son
de diferente signo.

Lasolucién es: S = {x/|2 - 3x| = x+4} = {-1/2,3}.

44. Resuelve las siguientes ecuaciones con valor absoluto:

a |[x—1|=2x-1 h 3| x+4[|-2=x

3 SU reproduccion

Prohibid

|
I
I
]
I
I
Ly

b. 2x+|x1| =2

C. |3x+7|=5x+13
d |3x+2|=5-x
e |5x+4|=2x+1
f. |—6x+1=4x-7

9. x+| 1+2x|=-2

i. |5-2x|-4=10

jo 3-2x+| 14x|=-5+6x

LA

2

k. ’%+2x

L |x-142x-3|=x+2
m. |x-6| = |5x+8]|

1+4x
3




Y TAMBIEN: &

A una inecuacién la verifica-
mos solo para algunos valo-
res de las variables.

Los valores numéricos para
los cuales verificamos la des-
igualdad son las soluciones
de la misma.

Resolver una inecuaciéon
consiste en hallar los valores

4.2. Inecuaciones fraccionarias

Observa la siguiente inecuacion: x:—_ZS =>0.

En ella aparece una fraccién algebraica con una incégnita.

Para resolver este tipo de inecuaciones, seguiremos estos
pasos:

a. En primer lugar, estudiaremos para qué valores de x el

numerador y el denominador son positivos o negativos,
teniendo en cuenta que el denominador no puede to-
mar el valor cero.

numéricos para los cuales la
desigualdad es verdadera.

Xx+5>20 =2 x>-5y x*>0;x#0
=2 x2>2-5 yx<0vx>0)

b. A continuacién, aplicaremos la regla de signos para la divisién, a fin de deferminar qué
valores de x cumplen la desigualdad.

En nuestro caso, el conjunto solucién serdn los valores de x que hagan cero o positivo el nu-
merador, pues el denominador serd posifivo para cualquier valor de x, excepto el valor cero,
que deberemos excluir, pues el denominador no puede anularse.

La solucién seria el siguiente intervalo: S=x€[-5,0) U (0,+x)

=0

x+1 x+1
X

Sea funa funcién tal que: f(x) = — 7 determine el valor de x, para los cuales )

Comprension

Se trata de una inecuacién fraccionaria, asi que deberemos comparar los signos del numerador y del denominador,
excluyendo el valor que anula el denominador.

Resolucién

Resolvamos las ecuaciones: x+1=0-x =-1

x-2=0-x,=2

Estas soluciones definen tres intervalos: (-, - 1), (-1, 2) y (2, +0).

Construyamos ahora la siguiente tabla para estudiar el signo que foman el numerador y el denominador. Para ello,
basta con escoger un valor del intervalo y sustituir en las expresiones. En la Ultima fila, apliquemos la regla de signos
para la division.

e S TEE e (2. +0)
x+1 s 0 + + +

Xx-2 - - - 0 +

x+1 g —
=g = o existe

En la dlima fila de la tabla, vemos que la fraccién algebraica se
anula enx = - 1y es negativa en el infervalo abierio (- 1, 2).

La solucién de la inecuacién es: CS: x € (-o0, - 1] U (2, +0).

Ejemplo 19

Prohibida su reproduccion
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Ejemplo 21

La aplicacién que encontra-
1és en el siguienfe enlace re-
suelve sistemas lineales. Pue-
des utilizara para comprobar
si la solucién de los ejercicios
que resuelvas en la unidad es
correcta:  http://links.edebe.
com/jhck

Y TAMBIEN: &

Las propiedades de las des-
igualdades del valor absoluto.

* |x| = asiysolosi
X<-a o X=a

¢ |x|<asiysolosi-a<x<a

Si accedes a la pagina http://
www.ematematicas.net/irra-
cionnalphp?a=, encontrards
una aplicacion  inferactiva
para practicar las ecuacio-
nes iracionales.

4.3. Inecuaciones de primer grado con una
incégnita y con valor absoluto

Una inecuacién con valor absoluto es aquella en la que
parte de la inecuacion, o toda ella, viene afectada por el
valor absoluto de la misma.

La forma general de una inecuacién de primer grado con
valor absoluto es |ax+b|>c, o todas sus equivalentes:
|ax+b|>c, |ax+b|<c,0 |ax+b|>c, donde a,b € Ry a#0.

Para resolver una inecuacién con valor absoluto, aplicamos
la definiciéon de valor absolufo, que y en los casos en donde
sea posible usar alguna de las propiedades estudiadas, con
el objetivo de facilitar el procedimiento de resolucion

Las propiedades de las desigualdades con valor absoluto
quedan de estas formas:

a.|x-a] =b equivalea:x-a <-b 6 x-a=b
b.|x-a]| < b equivalea:-b < x-a<b

Resolvamos la desigualdad: |2x+ 8| =4 | El conjunfo solucidn total estd

/

1

i . | dado por la unién de las dos
! 2x+8<-4 6 2x+8=4 I soluciones parciales, pues fodos
1 1 los valores comprendidos en
| 2x=-4-8 2x24-8 | g5 intervalos cumplen con la
| 12 4 ! desigualdad propuesta.

| Xs=—— X=>— I

I 2 2 ! solucién: (- ,-6]U[-2, + o)

L s 6 x=>-2 :

Resolvamos: [x-5 | < 2x + 2.

De acuerdo con la propiedad b, la desigualdad en valor absoluto es equivalente a la siguiente desigualdad:
-(2x+ 2) =x-5 < 2x + 2 para resolverla, la frataremos como dos casos separados.

Caso 1:-(2x + 2) < x - 5. Despejando x fenemos.

-2x-2<x-5
2xx<-5+2
-3x<-3

Lainfersecciéndex =1y x

X=> _g o bien, x = 1; el sentido de la desigualdad cam-

Caso 2: x -5 < 2x + 2. Despejamos x.
x-5<2x+2

X-2x<2+45
x<7

x=>-7

cantidad negativa
Ahora, la solucién de la desigualdad |x - 5 | < 2x + 2, es la interseccién de las soluciones de los dos casos.

es el infervalo, [1, +).

\
1
|
1
1
1
|
1
I
1
|
I
I
1
1
I
I
I
I

bia al mulfiplicar o dividir por una :
I
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1
1
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|. CONCEPTO DE FUNCION

Las relaciones funcionales estén presentes en todas las ramas de las ciencias. La razdén es
porque describen multitud de fenémenos de nuestro entorno, en los que se relacionan mag-
nitudes: tiempo y espacio, longitud y superficie.

Liamamos funcién a una relacién de dependencia entre dos conjuntos, Ay B: en la que a cada
elemento x del conjunto A le corresponde, a lo sumo, un Unico elemento y del conjunto B.

Para referirmos a una funcién f; que relaciona dos conjunfos A y B, utilizaremos la nofacién habi-
tual en la literatura matemdticar:

Y TAMBIEN: |2

El origen de la palabra funcién
se debe al matemdtico y filésofo
aleman Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716).

Para Leibniz, una curva estaba
formada por un nimero ilimitado
de tramos rectos infinfamente
pequenos.

httpsy/googl/nazvh2

Generalmente, las funciones son
relaciones de un conjunto de nd-
meros reales con ofro conjunto
de ndmeros reales.

fR-R

¢Se fe ocurren funciones entre
ofro tipo de conjuntos?

Extraido del libro Matemdticas | Bachille-
rato Editorial Edebe Espana

f:A—»B
x—y=f(x)

Si un elemento x del conjunto A se corresponde con un ele-
mento y del conjunto B, decimos que y es la imagen de x
por la funcién f, o que x es una preimagen de'y.

El objetivo de esta unidad es estudiar los casos en los que
fanto A como B son conjuntos de nUmeros reales. En este
caso, decimos que fes una funcién real de variable real.

numero a.

_de funcion.

Representacién de una funcién

Considere la siguiente relacién de nimeros reales: y = Vx ; justifica si
la relacién y = f(x), que se deriva de esta relacién es funcién o no.

Comprensién: Debemos comprobar si se puede establecer una
relacién funcional entre el cuadrado de un nimero a 'y el mismo

Resolucién: La respuesta es que y = f{x) no es una funcién, ya que
cualquier nimero real positivo es el cuadrado de dos nimeros de
diferente signo, pero con el mismo valor absolufo.

Asi, por ejemplo, x = 16 es cuadrado dey =-4 y dey = 4. Por lo
tanto, 16 deberia tener dos imagenes contradiciendo la definicion

Una relacién funcional o funcién se puede expresar de va-
rias formas: mediante una expresidn verbal, una expresion
algebraica, una fabla de valores o una grdafica.

Expresion verbal

variables.

A cada nimero real
le corresponde su
mitad mds uno.

Ejemplo

Un texto puede indi-
Doseringid carnos cémo se re-
SSCIRCION | |cionan entre si dos

Expresion algebraica

Describimos la relacion
entre las dos variables
mediante una expresion
algebraica.

fR->R
x—-y=f[x)=05x+1
Aunque, si no existe con-
fusién, se habla simple-
mente de:

f)=05x+1

Tabla de valores

Identificamos cada va-
riable independiente con
su variable dependiente,
mediante una tabla.

Es una tabla donde se

toma una pequena parte

de los valores de la varia-
ble independiente

x 002 46
1] 2[3]4

Grdfica

Representamos en unos ejes
de coordenadas todos los
pares (x, 1(x)).

VA

2 30| 3

W Tabla 1



Importante

mfigura 1

Y TAMBEN: !

El primero en construir una
funcién fue Galileo (1564
1642). Desde lo alto de la to-
rre inclinada de Pisa fird dos
bolas, una de hierro y ofra
de madera y comprobdé que
a pesar de la diferencia de
peso, ambas llegaban al sue-
lo a la vez; habia descubierto
la Ley de Caida de los Cuer-
pos. Continuando su estudio
y empleando un curioso ar-
tilugio, comprobd que el es-
pacio recorrido depende del
cuadrado del tiempo, escri-
biendo la primera funcién de
la historia.

Tomado de hitp://goo.gl/ OgRFht

y=mx+b(m>0)

y

y=mx+b(m<0)

Distancia (km)

| figura 2

2. FUNCION AFIN

Una empresa de mensajeros cobra por un encargo $3 fijos
por la reserva, mds $ 0,8 por kildmetro de trayecto.

Expresamos esta dependencia en la siguiente tabla de valores.

Distancia en kildmetros (x) 1 2 | 3| 4
Importe en délares (y) 380 | 460 540 620
W Tabla 2
La grdfica de esta funcién es una semirrecta, cuyo punto
inicial es el punfo de coordenadas (0, 3). El valor de la orde-
nada de este punto, 3, es la ordenada en el origen.

Observa que cuando la variable x incrementa su valoren 1,
2 y 3 unidades, se produce un incremento de la variable y
de0, 8, 1, 6y 2, 4 unidades, respectivamente.

El cociente entre el incremento de |a variable y con relacién al
incremento de la variable x es un valor constante igual a 0,8.

08 16 24
g —m 08

1 2 3

Este valor constante que se representa por m es la pendiente
y mide la inclinacién de la semirrecta respecto al semieje po-
sifivo de abscisas.

m=--L-08

La expresion algebraica de esta funcién esy =0,8 x + 3.
Decimos que f es una funcién afin definida R - R.

Una funcién afin es aquella cuya expresién algebraica es de la
formay =mx+ b (m # 0), siendo b la ordenada en el origen. Su gré-
fica es una recta que pasa por el punto (0, b) y tiene pendiente m.

1. El perimetro de un tidngulo equildtero, y, en
funcién de la longitud de su lado, x, viene de-

terminado por la expresion algebraicay = 3 x.

2. El alquiler de un carro viene dado por un
precio fijo de $ 25y se cobra $ 5 por cada
10 km de recorrido.

a. Construye una tabla de valores y represen- a. Construye una tabla de valores y re-

ta gréficamente dicha funcion.

presenta la gréfica.

b. Indica quétipo de funcién has represenfado. b. Indica qué tipo de funcién has repre-

c. Determina la pendiente.

d. Calcula el perimetro del friGngulo equildte-

ro, cuyo lado mide 8 cm.

sentfado.

en el origen.

d. Si se recorren 60 km, ¢cudnto costard
el alquiler del camo?

]
1
1
i
c. Determina la pendienfe yla ordenada |
(]
1
1
1
1
1
1

Prohil




Ejemplo 2

L. FUNCION POTENCIA ENTERA NEGATIVA CON N = I, -2

Una funcién potencia es una funcién de la forma f(x)=x", (ne Z’, fijo) en donde el exponen-
te n es un ndmero real fijo.

Si el exponente es negativo, estamos en presencia de funciones potenciales de exponente
entero negativo y las escribimos de la forma: f(x)=1/x" o f(x)=x™

Dependiendo de los valores de n (par o impar), las caracteristicas de las funciones varian
tanto en su dominio como en su recorrido.

Estudiaremos las dos funciones de potencia entera negativa mds relevantes:

1.cuandon =-1 2.cuandon=-2

4.1. Funcién potencia entera negativa con n=-1

Se frata de una funcién de proporcionalidad inversa. Esta funcién expresa la relacién entre
dos variables inversamente proporcionales.

El tiempo que farda en llenarse una piscina estd en funcién de la superficie que tenga la boca del grifo.

superficie(m?)

!

I

Si expresamos esta dependencia mediante una tabla de valores, i

observamos que al mulfiplicar por una constante la superficie de la i ]

boca, el tiempo de llenado queda dividido por la misma constante. = PoE 3 !

Se frata, pues, de dos magnitudes inversamente proporcionales é_ !
0¥

7] I

Superficie en cm? (x) 2 (4|68 |l I i

Tiempo en dias (y) 24 |12 8 | 6 AR 3 i

1

Se observa que el producto de un par de valores correspondientes b 3 !

es siempre el mismo. Dicho producto coresponde a la constante de R — |

proporcionalidad inversa. 224 =4.12=6.8=8 - 6 =48, O s 1015 20 25 %

i

I

I

I

En general, x - y = 48; es decir, la expresion algebraica de esta funcion es: ¥y =%

En nuestro ejemplo, las dos variables solo pueden fener valores positivos y la grafica de esta
funcién es una curva situada en el primer cuadrante de los ejes de coordenadas, que de-
nominamos rama de una hipérbola.

En general, una funcién de proporcionalidad inversa estd definida para cualquier valor de
la variable x distinfo de 0, ya que no es posible la division para 0.

Una funcién de proporcionalidad inversa es una funcién cuya expresion algebraica es de la formay =%
(k # 0), siendo k la constantfe de proporcionalidad inversa. La grafica de la funcién es una curva, con dos
ramas denominada hipérbola

4. Determina la constante de proporcionalidad inversa y escribe la expresion algebraica de cada
una de las funciones definidas por estas fablas de valores:

O Bl 1 |2(|3|4a]|5]6] B 2 [ 3 [5]6][10]5]
y 60 3020 15 12 10 yl-15|-10]6]5]3]2]




Ejemplo 3

Representacién grdéfica
Veamos ahora la funcién definida por la siguiente expresién algebraica: ¥ =%

A partir de la expresién algebraica, deducimos que las variables son V'
inversamente proporcionales, con una constante de proporcionali-
dadinversak=x-y=2.

La tabla de valores correspondiente es:

. 1| 2 3 |-1] 2 -4
2 1 I
y| 2|1 3 2| A ) I

Las ramas de la hipérbola estdn en el primer y el fercer cuadrante,
puesto que la constante de proporcionalidad inversa es posifiva. Esto
indica que las variables x e y tienen el mismo signo.

VA
A partir de la expresién algebraica, se deduce que las variables tam-
bién son inversamente proporcionales, con una constante de propor-
cionalidad inversak=x -y = -2. =
] 0 =.

Confeccionamos la correspondiente tabla de valores.

- HBEIEE

y |2 |- ‘7 2 1

La gréfica de esta funcién es, pues, una hipérbola.

A diferencia de la anterior, esta curva tiene una de sus ramas en el segundo cuadrante y la ofra en el
cuarto, ya que la constante de proporcionalidad inversa es negativa. Esto indica que las variables x e y

1
1
1
|
|
1
|
|
I
|
|
|
1
|
1
1
|
I
1
|
|
1
|
|
I
|
|
|
1
|
1
: 2 ’ 2 1
Consideremos ahora la funcion cuya expresion algebraica es:y = - —- A ]
|
|
|
1
I
|
I
|
1
1
1
|
1
1
|
1
1
|
|
|
I
|
I
|
|
|
1
|
|
1
tienen distinto signo. 4

La gréfica de una funcién de proporcionalidad inversa es una curva con dos ramas denominada hipérbola.

Si la constante de proporcionalidad inversa es positiva
(k> 0), es decir, si las dos variables tienen el mismo sig-
no, las ramas de la hipérbola se encuentran situadas
en el primer y el fercer cuadrante.

y=-K k<o)

Si la constante de proporcionalidad inversa es negati-

va (k < 0), las dos variables tienen signo contrario y las

ramas de la hipérbola estdn en el segundo vy el cuarto figuad
cuadrante.

\ o]
&
2
<
&

5. Representa graficamente las funciones obfenidas en la pdgina anferior.




Prohibida su reproduccion

4.2, Funcién potencia entera negativa con n =-2

Una funcién potfencia entera negativa tiene la formay=x2 o y= % , Y SU represenfacion
gréfica es:
y

3%
| figura 5§
A partir de esta gréfica podemos deducir las propiedades de la funcion: y =%

* Dominio: xeR, x # 0
e Recorrido:y >0

Simetrias: f (—x) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

Asinfotas: y = 0 es asintota horizontal (f(x) > 0 para toda x).

Sea f una funcién definida en un infervalo de R, dicha funcién es convexa en el infervalo sitodo segmento
que une dos puntfos de la grafica queda por encima de la grdfica. En ofras palabras una funcién es con-
vexa sf y solo sf el conjunfo de puntos situados en o sobre el grafico es un conjunto convexo.

La funcién f(x) = % es convexa en los intervalos (0,+) y (<,0), pero no es convexa en

(-0, +00), debido al punto x = 0.

Crecimiento y decrecimiento:

crece de (-, 0); y decrece de (0, +oo).

Es discontinua en x=0; ya que f(0) no estd definida.

6. Dilas propiedades y representa gréficamente la funcién:

1

1
a. f(X)=X—2+] C. y=m
2 __3
By B3 &Y=y
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Las propiedades de la suma
de funciones son:

* Asociativa:

(f+g)+h=f+(g+h)

*  Conmutativa:

f+eg=g+f

* Elemento neutro:

f+o=f
O(x)=0paratodox €D (f):

fHO=f

» Elemento opuesto:

Dada una funcién f(x), exis-
te una funcién -f (x) fal que:

f+ (=0

Las propiedades del producto
de funciones son:

* Asociativa:

(frg)-h=f(g-h)

*  Conmutativa:

fe=gf

« Distibutiva de la suma:

f@+h)=f-g+fh

* Elemento neutro:

I(x) =1 para todo x € D (f):
FAsf

8. OPERACIONES CON FUNCIONES REALES

Entre funciones reales de variable real, se pueden definir di-
versas operaciones.

8.1. Suma y resta de funciones

Sean fy g dos funciones cuyos dominios son D (f) y D(g).
La funcién suma, f+ g, y la funcién diferencia, f- g, son fun-
ciones que asignan a cada nuimero real x, la sumay la dife-
rencia, respectivamente, de las imagenes por la funcién fy
la funcién g:
f+g) x)=f(x)+gkx). vxeD()ND(g)
(f-g) x)=f(x)-g(x). vxeD()nD(g)
El dominio de las funciones suma y diferencia es la intersec-
cién de los dominios de fy g:
DF+g)=D(HND(g)

8.2. Producto de funciones

D(f-g)=D({)ND(g)

Sean fy g dos funciones cuyos dominios son D (f) y D(g). La
funcién producto, f- g, es la funcién que asigna, a cada nu-
mero real x, el producto de las im&genes por la funcién fy
por la funcién g:

(f-8) x)=f(x)-g(x), vxeD(f)nD(g)
El dominio de la funcién producto es la intersecciéon de los
dominios de fy g:

D(f-g)=D(HND(g)

N

Dadas las funciones f(x) = iz y g(x) =x+ 2, calcule la funcién suma, la funcién resta y la funcién produc-
X—

fo, y defermine el dominio de cada una de ellas.

y para el dominio deferminamos la interseccién de ambos dominios.

Resolucion:

Suma: (f + g)(x) = f(x) + g(x) = 3
X

Resta: (f - g)(x) = f(x) - g(x) = % -(x+2)= —— =
X—

2

Comprensién: Obtenemos las funciones suma, resta y mulfiplicacion, operando las expresiones analiticas,
i 2.
+(x+2) = Lk s T
2 A X2
3-x2+4 7-x
x-2 x=-2
Ryl w200
2 x-2

Producto: (f - g)(x) = f(x) - g(x) =

Para hallar el dominio, deferminamos primero el dominio de las funciones fy g: D (f) = R- {2};D(g) =R
El dominio serd la inferseccion de ambos: D (f+g) =D (f-g) =D (f-g)=D(f) nD(g) =R- {2}

Comprobacién: Puedes dar diferentes valores a x y comprobar que, por ejemplo, f(x) + g(x) = (f+ g)(x),
fx)-gx)=(f-8)x)Vf(x) g(x)=(f g)x)-

X =

Ejemplo 6



8.3. Cociente de funciones

En la composicién de funcio-

Sean fy g dos funciones cuyos dominios son D(f) y D(g). nes, se nombra en primer I-

La funcién cociente de fy g [, es la funcién que asigna, garlafuncion de la derecha,
g porque es la primera en ac-

a cada nimero real x, el cociente de las imagenes por la fuar sobre x:

funcién fy la funcién g, siempre que g(x) # 0: (g0 (x)

Se lee: «f compuesta con g».

( f ) f(x)
— |(x) =
g g(x)

El dominio de la funcién cociente es la interseccion de los do-
minios de fy g menos los puntos que anulan el denominador.

D(f/g)=D(f)nD(g)-{x|g(x) =0}

f

Dadas las funciones f(x) = % y g(x) =x+2, calcula la funcién cociente (—] y determina su dominio.
_x g

Comprension: Obtenemos la funcién cociente, operamos las expresiones analiticas y hallamos el domi-
nio deferminando la inferseccion de los dominios y los puntos que anulan a g (x).

~
0
Q
£
()
o
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]

]

|

I

|

I

|

I

!

| B,
| oo (1 _flx _ 2-x 3
i Resolucion: (E)(X) = W = W - 4__)(2
|

|

]

I

I

|

I

]

|

|

I

1

|

!

Para hallar el dominio, defeminamos primero el dominio de las funciones fy g, y los puntos donde se
anula g(x):

D(f)=R-{2}:D(g)=R-{2} yaque g(-2) =0

D(%) - D) N D@ - {-2} ~R - {-2,2}

10.Sif(x)=x%-1,g(x)=2x+3yh(x) =

a f®+eg®)
b. f(x)+h(x)
c h®-g®
d g(x)-h(x)
e f(x-eg®
f g(x)h(x)
Ptk
g(x)
i

. halla:

2
&x+1)

&
2
2
£
&
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Un polinomio en una indeter-
minada x es una expresion
algebraica que puede redu-
cirse a la forma:

n n-1
ax'+a x"+..tax+a)

dondeaq, a,_, ... q, a,son nd-
meros reales y n es un nimero
natural.

Una funcién polindmica vie-
ne dada por la expresion po-
linémica:

— n -1
y=ax'+a x"+..+tax+a;

dondea,a_,, .., a,a, son ni-
meros reales y n es un ndimero
natural.
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9. REPASO DE LA FUNCION DE SEGUNDO GRADD

Las funciones de segundo grado son funciones polinémicas
de grado dos, cuya expresion algebraica es de la forma: y =
ax® + bx + ¢, donde a # 0. Su representacion grdfica es una
pardbola y son conocidas como funciones cuadrdticas.

En este apartado repasaremos las funciones de segundo
grado.

u figura 12 m figura 13

Una familia dispone de un terreno rectangular de 40 m de
largo por 25 m de ancho.

Supongamos que desean edificar una superficie rectangu-
lar, en uno de los dngulos del ferreno, y a igual distancia de
los extremos, como se indica en la siguiente figura.

Si llamamos x a dicha distancia, podemos expresar la de-
pendencia del drea de la zona edificada, y, con relacién al
valor de x en la siguiente tabla de valores.

Distancia en metros (x) 0 5 10 15 | 20 25
Area en metros cuadrado (y) 1000 700 @ 450 | 250 | 100 | O

Observa que el valor de x no puede ser ni mayor que 25 ni
negativo.

La expresiéon algebraica de esta funcién viene dada por:
y=(40-x)- (25-x) >y =x%-65x+ 1000

Decimos que es una funcién cuadrdtica y que su dominio
es (0, 25). Su grafica es un trozo de pardbola cuyas ramas
estdn abiertas hacia arriba.

Consideremos, ahora, que desean edificar una superficie
rectangular cuyo perimetro sea de 40 m.

El drea de la zona edificada dependerd de las dimensiones
del rectédngulo, como puedes observar en la figura de la
derecha.

Si llamamos x a la base del rectdngulo, la altura serd 20 - x,
ya que el perimetro del rectdngulo es de 40 m.
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Podemos expresar la dependencia del drea de la zona edi-
ficada, y en relacién con la longitud x de la base del rectdan-
gulo, en la siguiente tabla de valores.

| Base delrectdnguloenmefros(x) 0 | 5 10 | 15 | 20
" Area en mefros cuadrado (y) 0 75 | 100 | 75 0

Observa que el valor de x no puede ser ni mayor o igual que
20 ni menor o igual que 0.

La expresiéon algebraica de la funcidén viene dada por:
y=X:(20-x) = y=x2+20x
Se frata de una funcién cuadrdtica, cuyo dominio es (0, 20).

Su grdfica es un trozo de pardbola cuyas ramas estéan orien-
tadas hacia abagjo.

Observa que la figura 14 presenta un mdéximo absolufo en
x =10y que es simétrica respecto a la recta x = 10. Decimos
que el punto en el que se alcanza el méximo, es decir, el
punto de coordenadas (10, 100), es el vértice de la pardbola
y que la rectax = 10 es el eje de la pardbola.

Una funcion cuadrdtica es aguella cuya expresion algebraica es
de la formay = ax? + bx + ¢ (a # 0).

Su gréfica es una curva llamada pardbola. Esta curva cumple las
siguientes caracteristicas:

* Sia >0, lasramas de la pardbola estan orientadas hacia arriba
y el vértice de la pardbola es el punfo cuya abscisa es el mini-
mo absoluto de la funcion.

* Sia<0, lasramas de la pardbola estén orienfadas hacia abajo
y el vértice de la pardbola es el punto cuya abscisa es el maxi-
mo absoluto de la funcién.

* Es siméfrica respecto de la recta paralela al eje 0Y que pasa
por el vértice.

Esta recta es el eje de la pardbola.

f
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funcién.

12. La base de un rectdngulo excede en dos unidades a la alfura. Construye una tabla de valores y repre-
senta gréficamente la funcién que nos da el drea del recténgulo con relaciéon a lalongitud de la altura.

—Determina la expresion algebraica de dicha funcién.

13. Desde una alfura de 2 m, lanzamos una pelota verticalmente hacia ariba con una velocidad
inicial de 30 m/s. La attura de la pelota respecto al suelo en funcién del tiempo viene dada por la
expresion: h (t) =2 +30 t - 5t2

1
|
—Construye una tabla de valores para elinfervalo de t entre 0y 6, y representa graficamente dicha i
|
1

Prohil
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Y TAMBIEN: \&! 9.1. Gréfica de la funcién cuadratica
Observa en la siguiente figura, La pardbola es una curva simétrica respecto de su eje, que

las transformaciones llevadas a

B A es la recta que pasa por su vértice y es paralela al eje 0Y.

Elementos de la pardbola

A confinuacién, mostraremos cémo podemos obtener anali-
ficamente los elementos mds caracteristicos de la pardbola,
que resulta de representar graficamente una funcién cua-
drdtica, cuya expresion algebraica es:

y=fx)=ax’*+bx+c

Coordenadas del vértice

u figura 17 Observa la figura. vy
Ecuacion Vértice s aRe /
1 y=x? ©.0) y=c
2. y=(x—m)? (m, 0)
3 y=a(x—m)? (m, 0)
4 y=a(x—-m)2+n (M)
a=k

»

| figura 18

Los punfos en que la pardbola y = a x* + b x + ¢ corta a la recta y = ¢, los obtenemos resol-
viendo el siguiente sistema.

y=ax’+bx+c
y=c
Podemos simplificar: ax? + bx =0=>x=0,x = -%

Por simetria, observamos que la abscisa del vértice es el punto medio p.

b
Cog)
P=——F """
Asipues, la abscisa del vértice, que coincide con la ecuacién del eje de la pardbola, es: x =- %

Una vez obtenido el valor de la abscisq, o sustituimos en la ecuacién de la pardbola para
hallar el correspondiente valor de la ordenada del vértice; q=f ('ibg)-

14. Calcula las coordenadas del vértice de las siguientes funciones.
a. y=3x*-x+1 c. y=-10x*5x+7
b. y=6x*-2x+9 d. y=8x*+8x-11




|\

Puntos de corte con el eje OX
Observa la figura.

Los punfos de corte de la pardbola con el eje 0X son los
puntos de coordenadas

(x,y) cuando y = 0. Ademds, sabemos que:

y=ax +bx+ c=0>x=0e x=2E/b-dac 32'43‘:

a

Asi, las coordenadas de los puntos de corte con el eje 0X
son de la forma (x, 0), en los que el valor de x viene dado
por las soluciones de la ecuacioén ax? + bx + ¢ = 0.

Recuerda que si el discriminante de la ecuacién de segun-
do grado es negativo, la ecuacién no tiene solucién vy, por
tanto, la pardbola no corta el eje OX.

Punto de corte con el eje OY
Observa la figura.

El punto de corte de la pardbola con el eje 0Y es el punto de
coordenadas (%, y) cuando x = 0.

x=0-y=a.0?+b.0+c

Por lo tanto, el punto de corte es el de coordenadas (0, ¢).

—Calculamos los puntos de corte con el eje 0X. y =0

x* + 6x-1= 0= aplicando la fémula cuadrdtica:

oo btVPdac _ -64V36-4-1-(1) _ -6+V36+4
2a 21 2

x= 0,16 =-6,16

-6 +v40 _ _ -6- VA0
2 2
x,=0,16 : x,=-6,16
La pardbola corta el eje OX en los punfos (0,16, 0) y (- 6, 16, 0).
Calculamos los puntos de corte con el eje OY.
Cuandox=0-y=-1
La pardbola corta el eje 0Y en el punto (0, -1).

N

W figura 19

Encontrar las coordenadas de los puntos de corte con los ejes de la pardbolay = x* + 6 x- 1.

15. Halla analiticamente el vértice, el eje y los puntos de corte con los ejes de coordenadas de las

pardbolas dadas por las siguientes funciones cuadrdticas.

|
1
1
E
\ a. y=8x*-2x c. y=-x2-2x+1
i
1
\\

=
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Prohil
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Problemas resueltos ©

Modelos matemdticos con funciones cuadréticas

1. Un granjero dispone de 24 m de valla para cercar una parcela rectangular. { Cudles han de ser las dimen-
siones de la parcela para que el drea encerrada sea la méxima?

— Vuelve a leer el enunciado.
— Anota los datos que dispones y 10s que fe piden.

Planificacién de la resoluciéon

Observamos que existen muchas parcelas rectangulares cuyo perimetro es 24 m. (fe mostramos algunas de ellas).
Se trata de hallar, entre todas las posibles, la que tiene el drea maxima.

4
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Ejecucién del plan de resolucién Comprueba que para los valores x =6 ey = 6 el
drea es maxima.
a. Consideramos una parcela rectangular de base x
y de alfuray.

Puesto que el perimetro es 24 m, debe cumplirse:

Como el drea de la parcela es:

y=(12-x). x, es deciry = 12x - X%, en esta ecuacion se
puede observar que el valor de a es -1, por tanto , la

2x+2y=24 gréfica es una pardbola que abre hacia abaijo, sien-
Olo que es equivalente:x +y = 12 do asi el vértice (alfura), donde estd el punfo méximo.
b. El drea de esta parcelaserd: A=x -y Luego, hallamos las coordenadas del vértice:
Comox+y=12,setieney=12-x. h=_b - -12 _ -12 _
Si sustituimos y en la férmula del dreq, resulta: " 2.a 2:() -2
A=x-y=x-(12-x)=x*+12x Y y=12(6) - (6)* =72-36=36
c. Finalmente, escribimos la funcién f(x) que nos da el 40+
drea de cada po’rcela en funcién de su base y la 364 —— P (6, 36)
representamos gréficamente:
En la grdéfica, se observa que esta funcién tiene un 304

maximo en x = 6.

La altura del rect@ngulo serd:

y=12-x=12-6=6 20+
El drea serd méxima cuando x = 6 e y = 6; es decir,

cuando el rectdngulo sea un cuadrado de 6 m de
lado

Revisién del resultado

Revisa los cdlculos realizados tanto en las operaciones
como en la representacion gréfica de la funcién.

ja su reproduccion
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UNIDAD

CONTENIDO:

¢ Vectores fijos

¢ Vectores equipolentes

e Vectores libres

e Operaciones con vectores




|. VECTORES

Existen magnitudes, como la masa, la longitud o la tem-
peratura, que quedan fotalmente determinadas a partir
de un nimero real (o escalar) y una unidad de medida.
Decimos que son magnitudes escalares.

Sin embargo, hay magnitudes como la fuerza o la velo-
cidad que para determinar las completamente han de
indicarse su mddulo, su sentido y su direccién. A estas
magnitudes las llamamos magnitudes vectoriales.

Las magnitudes vectoriales se representan mediante
vectores.

Los vectores son muy importantes para estudiar fend-
menos que suceden a nuestro alrededor. Con ellos po-
demos explicar, por ejemplo: ¢Por qué si elevamos una
comenta cuando el viento estd soplando en contra, y
empezamos a correr para mantenerla en el aire, esta re-
trocede al punto en que la cuerda con la que la sostene-
mos, queda inclinada hacia atrds?

Para casos como este. Usamos los vectores para repre-
sentar la velocidad que lleva la cometa y la velocidad
del viento. Lo importante es ubicar los vectores en la di-
recciéon en la que se mueve cada uno, asi:

1.1. Vectores fijos

Un segmento es un fragmento de
recta limitado por dos puntos. A
un segmenfo podemos asociarle
una direccién, la de la recta que
lo contiene, y una longitud, la dis-
tancia entre sus exiremos.

Sin embargo, no podemos aso-
ciarle un sentido: los segmentos
AB Yy BA son el mismo segmento.
Para nombrar un segmento que
une los punfos Ay B, escribimos
las dos letras que lo determinan
y encima una barra: AB.

Para nombrar un vector que
une los punfos Ay B, escribimos
las dos letras que lo determinan
y encima una flecha: AR n,

Por dos puntos del plano, A y B, no coincidentes, pasa una Unica recta sobre la que se pue-
de definir un segmento con origen y exiremo en estos punfos.

Dados dos punfos A y B del plano, denominamos vector fijo de origen A y exiremo B al par ordenado (A, B).
Lo representamos por AB .

Asi, fodos los vectores fijos tienen un mddulo, una direccién y un sentido.

El médulo del vector E es la longitud del segmento que lo defermina. Lo representamos por
|AB| y es siempre un valor positivo.
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La direccion del vecTorﬁ es la de la recta determinada por Ay por B.

El sentido del vector AB se define sobre la recta y va del origen del vector (punto A) al extre-
mo (punto B).




1.2. Vectores equipolentes

Dos vectores paralelos tienen la
misma direccion.

Observa la figura. Dados
un maddulo, una direccién
y un sentido, es posible de-
terminar un vector tomando
como origen cualquier pun-
to del plano. Obtenemos asi
vectores equipolentes.

Dos vectores pueden tener la
misma direccion, pero distinto
sentido AB #BA
Si el origen y el extremo de un
vecfor coinciden, el vector es
nulo.

ke )

| figura 1

Dos o mas vectores fijos son equipolentes si tienen el mismo médulo,
la misma direccién y el mismo sentido.

Indiquemos cudles de estos vectores tie-
nen el mismo maodulo, cudles fienen el
mismo sentido y cudles son equipolentes.

Resolucién:
Los vectores KL, I, AB, NO tienen el mismo
sentido.

Los vectores KL, AB, KM, I] tienen el mismo f 5 S

maodulo. ) s : o

La pareja de vectores I, AB y l0s vectores ) i /

KL, GH, EF fienen el mismo mddulo, el mis- - S * g
mo sentido y la misma direccién.

1. Indica el origen y el exiremo de cada uno 2. Dibuja dos vectores que sean equipolentes.
de los vectores representados en la figura 'y
agripalos en conjunfos de vectores equi-
polentes y en conjuntos de vectores con el
mismo mddulo.

3. En la figura de abajo indica qué vectores
son equipolentes:

VA
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1.3. Vectores libres

Un ejemplo de un vector fijo podria ser la fuerza que aplicamos sobre un punfo deferminado

de una mesa.

No obstante, fen en cuenta que para definir dicha fuerza no necesitamos saber el punto
exacto sobre el que la aplicamos, sino que fenemos suficiente con conocer su direccién, su
sentido y su médulo.

@u cuyo origen as P

' i '
i B P
i A '
Vectorlibre M :
] T, P
\ Vector equipotente
B

o

Existe una propiedad matemd-
fica denominada propiedad
fundamental de los vectores
libres:

Dado un punto P del plano
cartesiano y un vector libre
cualquiera U, existe un Unico
representante de i que tiene el
origen en el punto P.

En el siguiente enlace, encon-
trarés mds informacién acerca
de los vectores fijos y los vecto-
res libres:

hitp://go0.gl/OXIVC9

¢ Como se demuestra la equipo-
lencia de dos vectores? ¢ Es siem-

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
: pre posible esta demostracion?

A el conjunfo de fodos los
vectores libres del plano lo
denominamos V2.

La relacién de equipolencia nos permite clasificar el con-
junto de vectores fijos del plano en colecciones de vecto-
res que, desde el punfo de vista matemdtico, se comportan
como uno solo. Estas colecciones son los vectores libres.

Un vector libre es el conjunto formado por todos los vectores fijos equipo-
lentes a uno dado.

Cada uno de los vectores fijos que componen un vector libre es
un representante de este vector.

Alosvectoreslibreslos representamos mediante letras mindsculas

- = = 2
(u,v,w..) o encerrando entre corchetes uno de los vectores fijos
que lo componen.

Asi, el vector [AB] representa el vector libre formado por fodos
los vectores equipolentes a AB.

Médulo, direccidn y sentido de un vector libre

Los vectores fijos que determinan un vector libre, al ser equipo-
lentes entre si, tienen el missno mddulo, la misma direccién y el
mismo sentido. p—

£

El médulo, la direccion y el sentido de un vector

libre son el médulo, la direccién y el sentido de " <

cualquiera de sus representantes
| Observa defenidamente este octadgono y anota todos los vectores
fijos que ves representados. A continuacion:

a. Agrupar los vectores anferiores en conjuntos de vectores equi-
polentes.

b. Indicar cudntos vectores libres hay representados.

Comprensidn: Deberemos analizar la direccién y el sentido de los vecto-
res fijos para deferminar cudles son equipolentes entre si'y, por lo tanto,
poder indicar cudntos vectores libres hay representados.

Resolucién; Los _vecfores fijos representados son BA, BC,
CD,DE,EF,GF ,HG,AH.

a. Son equipolentes: BA y EF ; BC y GF ; CD yHG;DE yAH..
b. Los vectores libres representados son [(ﬁ I8 [(ﬁf IR

((CD )L{(DE ).
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1.4. Operaciones con vectores

Producto de un nimero real por un vector y suma

Observa cémo podemos efectuar operaciones con vectores grdficamente, utilizando el

concepto de representante de un vector libre.

Producto de un nimero real por un vector

Llamamos producto de un nimero real k por un vector u ylo
representamos por k - 1 al vector libre que tiene:

-Direccién: La misma direccién que el vector u.
Médulo: El mddulo de i muttiplicado por el valor absoluto de k.

-Sentido: El mismo que Usikes positivo, y contrario a u si k es
negativo.

Suma de vectores

Llamamos suma de los vectores libres t y?}, y la representamos
por li+ ¥, al vector libre que obtenemos con el siguiente proce-
dimiento:

« Elegimos dos represenfantes de i y v,de modo que el extre-
mo del primer vector coincida con el origen del segundo.

« Trazamos el vector cuyo origen es el origen del representante
del primer vectory el extremo es el exiremo del representante
del segundo vector.

Dibujemos dos vectores cual quiera i y v, y represenfemos los vectores
U+Vy3-v.

Resolucién:

Dibujamos dos vectores Wy v ,cual-quiera en el plano.

Para sumarlos, situamos el vector v, de modo que su origen coincida
con el extremo del vector . Al unir el origen de Ty el exirerno de v, obte-
nemos el vector suma.

Para dibujar el vector 3 -V, alargamos el vector v, hasta que mida
el triple.

Comprobacién:

Podemos comprobar que las representaciones son cormectas en un pro-
grama de representaciones gréficas, como GeoGebra.

m figura 2

Y TAMBEN: ¢
Propiedades del producto de un
ndmero real por un vector
Vk k' eR se cumple:
Propiedad asociativa:

k- (kK -W) =(k-k)-u”
Propiedad distributiva respecto
de la suma de vectores:

k-(a+V) =k -u+ k-v~

Propiedad distributiva respecto
de la suma de escalares:

(k+k)-u=k-d+k U
Elemento neutro:
1-i=0-1=10

Propiedades de la suma

de vectores
Conmutativa:
U+V=V+1T
Asociativa:

W+ +W=0T+FT+W)

Elemento neutro: 0
U+0=0+u=0

Elemento opuesto: -i
o5

U+ (W)= (-0) +ui=0

= 7

ccion
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Resta y combinacién lineal de vectores

Para restar dos vectores, usamos el concepto de elemento
opuesto de la suma. Por ello, dados dos vectfores @t y v, para
obtener @ — ¥, basta con construir el vector —v, y sumarlo al
vector . Asi, U — 7, =0+ (—¥).

Observa que obtenemos el mismo resultado si utilizamos el
procedimiento aplicado en la suma o si aplicamos la regla
del paralelogramo.

Combinacién lineal de vectores

Dados dos vectores Ui y v, con distinta direccién, podemos
obtener ofro vector w, combinando las operaciones suma y
multiplicacion por un ndmero real:

W=—au+B-v donde ay B son niimeros reales cual quiera.

Decimos que el vector w, es combinacion lineal de los vec-
fores vy u.
Asi, por ejemplo, el vector w= 3 -1 — 2 - v es una combina-
cién lineal de los vectores U y V.

pd z .
Observa que el vector 0, es una combinacién lineal de cual-
quier par de vectores, pues:0 = 07 + 0 V.

Expresién de un vector como com- : Y
binacién lineal de otros dos ot ;
L] 83
Dados dos vectores u y v, con distin- i . o
ta direccién, a cualquier ofro vec- \
tor del plano w podemos expresar 7\
como combinacién linealde uy v. ¥ .
m figura 5 ’ X

Dibujemos dos vectores cual quie- !
= =

rauyyv,y represenfemos el vector

w=2U+V. 4

Comprensién:

Dibujemos dos vectores u y \7 cual
quiera en el plano. Primero, dibuje-  °
mos 2 -, después desplazemos el
vector ¥, hasta el extremo de 2 - .
Unamos el origen de 2 - u con el
exfremo de Vy obtenemos el vec-

for2-u + V.

|
|
|
-
I
|
|
1
I3
I [
m figura 4

Y TAMBIEN: |

Es posible escribir combinacio-
nes lineales de tantos vectores
como se quiera. As:

= = = —
v=k U+ k, U+t kU
con k, k, ., kn nimeros
reales cualesquiera, es una
combinacion lineal de los

vectores @, ,, ..,

Dos vectores son linealmente in-
dependientes sila relacion:

- U+B-V=0

solamente se cumple siay b son
ambos iguales a 0.

Grdficamente, en el plano, la
condicién necesaria para que
dos vectores sean linealmente
independientes es que tengan
distinta direccién.

En caso confrario, decimos que
son linealmente dependientes
que, en el plano, es lo mismo
que decir que tienen la misma
\chrecaon.

4. Dados estos vectores li-
bres, representa:

+V

-

. 2¢
- 3 v

=L =
N1
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II. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

La distancia entre dos puntos del plano se define de forma na-
tural como la longitud del segmento que determinan.

Sin embargo, esta nocién de distancia no es suficiente para
determinar la que existe entre un punto y una recta o entfre dos
rectas paralelas, pues, en estos casos, hay infinidad de puntos
implicados en el cdlculo y deberemos saber cudl escoger.

La distancia entre dos elementos del plano es la minima distancia
que existe entre sus puntos..

Distancia entre dos puntos S
Observa los puntos P = (p ,
p,)yQ=(q, q,) delafigura.
La distancia entre ellos es la

longitud de la hipotenusa del
fridngulo EPQ. Por lo tanto:

=y

dtp, Q=@ - PT (% - Pa)

= figura 5

d(P.Q) = (g - p)? + (a2 - p2)?

Simétrico de un punto P respecto de otro punto @

La distancia entre dos
puntos nos servird para

L d(P. Q) =d(P.Q)

Rl
Q " N N
w deferminar el punto si-
P P
métrico de un punto res-
r

w figura 6 pecto a otro.

El simétrico de P respecto de Q es el punto P’ de la recta r
que pasa por Py Q, fal que:

d(PQ)=d(P'Q)
Por lo tanto, Q es el punto medio del segmento determinado
porPy P’

Y TAMBIEN: |2

Para dividir un segmento AB en
n partes iguales, los n - 1 puntos
de division M, M, .., M ) se
obtienen imponiendo:

AM; =

AB,i=1..n

I
n

Si Py Q son dos puntos del
plano:

d(P. Q) =1PQl

En el siguiente enlace encon- !
frards un applet de GeoGe- |
bra relacionado con el |

concepto de puntfo simétrico: !
hitpy//links.edebe.com/ghavy :
1
1

— Investiga cémo se ha crea-
do este applet e intenta
crear uno parecido fijando !

ofro elemento del plano. .

Demuestra que el tridngulo de vértices A= (2,-1), B=(7,2) y C= (3, 3) es isbsceles.

Comprensién: Calculemos las distancias entre los vértices. Si dos son iguales y otra es diferente, el friangulo

es isésceles.

Resolucién:

dB.0)={[(3-7) +(3-2) -V16+T =417

Por lo tanto, el tridngulo es isbsceles.

d(AB) =7 -2 +(2- D) =25+9 =3F

Comprobacién: Si representamos el tridngulo con un programa grdéfico, comprobaremos que, efectivamen-

fe, es isbsceles.

i
d(A,C)={(3-20 +B-(-Df =+T+16 =I7 !
i
|
|
i
|
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Y TAMBIEN: ¢! 2. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

Fuente luminosa puntual en

un espejo plano: Segun la definicién de distancia, entre dos elementos del
i Wmal o plano, esta debe ser minima. Asi, la distancia entre un punfo
inckirte Jogun e : frguose ,regiado y una recta estard relacionada con la perpendicular a esta
cionia e

\q<>°z que pase por el punto:

i (,-’C espejo d(P,I')=d(P,H)

, donde H es el pie de la perpendicular de P sobre r.

A

A/, CyD (punto del rayo refle-
jado) estan alineados.

Calcula la disfancia del punto P = (5, 2) a la rectar que pasa por el punto A= (2, - 3), y tiene vector director i = (1, 4).

Comprensién: Buscaremos un vector normal a la recta ry, a partir de él, hallaremos la recta s perpendicular a la anfe-
rior que pase por P. Determinaremos el punto de interseccién de ambas rectas H y aplicaremos la definicion de distan-
cia entre dos puntos: d (P, H).

o~
]
Q
£
o
()

Resolucién: Escribimos la ecuacion de r en la forma paramétrica:

x= 2%t
y=-3+4t

\
1
]
1
I
I
|
1
I
I
1
I
1
I
I
|
I
I
1

2 ;= 4 o % I
El vector director de s debe ser normal a larectar. Si i = (1,4) es el vector director de r, el vector v = (-4, 1) serGun i
. . 1

vector perpendicular; por lo tanto, podemos considerar que es el vecfor que buscamos. |
I

1

I

I

I

I

I

1

I

1

1

1

I

1

1

1

I

1

I

I

I

1

/

Escribimos la recta s en su forma general (implicita):

X-5 =}’T‘2_>x+4y-13=0

4

Para calcular H =r n s, susfituimos las expresiones de la ecuacién de r en la ecuaciéon general de s:

2+t+4(—3+41)~13=0—»t=%—»H(2+%,«3+4» 23)=[57 41)

17 ) 1717

2 2
Por o fanto: d(P, r) = d(P,H) - (ﬂ _5) +( L 2) _ 7

17 17

El simétrico de P respecto de r es el punto
P’ tal que:

d(RH)=d(P’, H)

Por lo tanto, H es el pie de la perpendicu-
lar de P sobre .

5
g
]
S
8
2

H es el punto de r que se encuen-
tra a menor distancia de P.

X
= figura 9
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|. REPASO DE CONCEPTOS BASICOS

La estadistica es la parte de las matemdticas que se ocupa de recoger, organizar y analizar
grandes canfidades de dafos para estudiar las caracteristicas o el comportamiento de un
colectivo.

En todo estudio estadistico aparecen los siguientes conceptos bdsicos:
» Poblacién: conjunto de los elementos que son objeto del estudio.
 Individuo: cada uno de los elementos de la poblacion.

» Variable estadistica: propiedad o caracteristica de la poblacién que estamos interesa-
dos en estudiar. Si esta caracteristica foma valores numéricos, diremos que la variable es

cuantitativa; en caso contrario, diremos que es cualitativa.

Las variables estadisticas suelen representarse por una letra mayuscula: X, Y, Z.

A continuacién, puedes ver cudl es la poblacién, los individuos y la variable estadistica de
diferentes estudios estadisticos realizados en una ciudad.

Esfudio estadisco Poblacién Individuo Variable estadistica
Medio de fransporfe que :
ufiizon més frecuente- | Habitantes de laciudad. | Cada uno de los habitantes. | oaio de fransporte

: utilizado.

mente sus habifantes.
NUmero de cafés servidos NGRS s aTas
en los bares a lo largo de | Bares de la ciudad. Cada uno de los bares. A

4 servidos.
undia.
Tiempo medio diario que Tiempo medio dedico-
dedican sus habitantes a | Habifantes de la ciudad.  Cada uno de los habitantes.  do a la lectura de la
leer la prensa. prensa.

Fijate en que en los dos Ultimos estudios estadisticos, la va-
riable es cuantitativa; sin embargo, los valores que toma la
primera de ellas solo son nUmeros enteros (0, 1, 2, 3...), mien-
(CUOITTUHVO ) (Cuonﬁmm) tras que la segunda puede tomar cualquier valor denfro de

un intervalo.

variable estadistica

discreta Diremos que la primera es cuantitafiva discreta y la segun-

da, cuantitativa contfinta.

1. Indica cudl es la poblacién y la variable estadistica de cada uno de los siguientes estudios esta-
disticos. Sefala, ademds, de qué tipo es la variable estadistica.

a. Preferencias deportivas de los alumnos de tu clase.

b. Tiempo medio invertido por los frabajadores esparioles en desplazarse desde su domicilio has-
ta el centro de frabajo.

1 c. Numero de veces, en un ano, que asisten al teatro los habitantes de fu localidad.
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2. MUESTRAS

Al efectuar un estudio estadistico, no siempre es posible ob-
servar la caracteristica objefo del estudio en todos los indivi-
duos de la poblacién.

Imagina que un diario quisiera elaborar un estudio sobre las
preferencias literarias y musicales de los jévenes ecuatoria-
nos. Estd claro que no puede preguntarse a todos los indivi-
duos, pues la poblacién es demasiado grande.

En estos casos se toma solo una parte de la poblacion, a la
que llamamos muestra.

Para que el estudio estadistico sea fiable, la muestra ha de
ser representativa del total de la poblacién. Existen diferen-
fes métodos para escoger una muestra, entfre los que desta-
caremos dos:

* Muestreo aleatorio simple: cada elemento tiene la mis-
ma probabilidad de ser elegido.

* Muestreo estratificado: las proporciones de diferentes in-
dividuos deben ser las mismas en la muesira que en la
poblacién.

En ambos casos, resulta de fundamental importancia la

eleccién del tamano de la muestra. En términos generales,
cuanfo mayor sea este, mayor serd, fambién, su fiabilidad.

Se desea estudiar las preferencias literarias de los 950 alumnos de un centro

100 individuos:

| ¢

1

N . < 1

escolar, de los que 570 son chicas. Explicar cémo obtener una muestra de |
ll

I

1

I

i

a. Por muestreo aleatorio simple.

a. Una manera de obtener una
muesira de 100 individuos por
muestreo aleatorio simple es intro-
ducir en una uma 950 papeletas
con el nombre de cada alumno
en cada papeleta escoger al
azar 100.

b. Por muestreo estratificado.

b. Si de los 950 individuos, 570
son chicas, la proporciéon de es-
tas en el tofal de la poblacién es
del 60%. Asi, para escoger una
muestra de 100 individuos por
muestreo estratificado, debere-
mos elegir 60 chicas y 40 chicos.

Y TAMBIEN: |&?

Estadistica descriptiva y
estadistica inferencial

La rama de la estadistica que
solo pretende recoger, organizar
y andlizar los datos de un estudio
estadisfico se denomina estadisti-
ca descripfiva.

Existe ofra rama de la estadistica
que trabaja con muesiras y pre-
fende, a partir de estas, deducir
(inferir) caracteristicas de toda la
poblacién. Es la lamada estadisti-
ca inferencial.

VEIT LUDWIG VON SECKENDORFF

Estadista e historiador aleman
(1626-1692).

A mediados del siglo XVIl surgen
los primeros infenfos de consolidar
la estadistica como una disciplina
cuyo objeto era la descripcion de
los sucesos nofables del Estado,
gracias a V. L. von Seckendorffy a
Conring, considerado el fundador.

G. Achenwall, discipulo de Con-
ring, consolidd los postulados de
esta nueva ciencia, a la que deno-
min Statistik. Dicho término apare-
ci6 por primera vez en 1749 en su
obra Staatsverfassung der heuti-
gen vomehmsten europdischen
Reiche und Vélker im Grundisse

2. Investiga acerca del nivel de estudios de los  b. Pregunta a la gente que pasea un sdbado

habifantes de nuestra poblacién. Una mues-

por la tarde por la calle mds céntrica.

fra de 50 personas elegidas al azar. Argumen- ¢, Llamando a una lisfa felefénica de al menos

fa cudl de los siguientes métodos te parece

mds adecuado:

a. Pregunta a los alumnos a la salida de un cen-

tro escolar.

50 contactos.

3. Representatividad, coste y tiempo son facto-
res que hay que considerar conjuntamente a
la hora de decidir el tamano de una muestra.
¢Por qué estan interelacionados?

hitps://goo.gl/WSZISN
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2. TABLAS ESTADISTICAS

Una vez recogidos los datos de un estudio estadistico debemos ordenarlos, para proceder,
posteriormente, a su andlisis. Con este fin, suelen utilizarse las tablas de frecuencias.

El proceso de elaboraciéon de estas tablas depende de si agrupamos o no los datos en infervalos.

3.1. Tablas para datos no agrupados

Si la variable tiene pocos datfos de diferente valor, procedemos del siguiente modo:

Fecicnca —Construimos una fabla con tres columnas.

‘ Valor = Recuento

absoluta (n)
5 D P —En la primera columna, anotamos los diferentes valores que
|Z| toma la variable, ordenados si estos son numéricos.
3 5
y [_| 5 —En la segunda, trazamos un pequeno segmento cada vez que
s 0 . aparece un dato correspondiente a un determinado valor.
6 L 2 —En la fercera columna, anotamos, para cada valor, el nimero

TR AR 55 G B TR total de §egmep’ros frazados. Este numero es la frecuencia ab-
grupo de 18 estudiantes de un colegio soluta (ni) de dicho valor.

En el margen puedes ver la fabla de frecuencias (fabla 1) correspondiente cantidad de her-
manos de un grupo de 18 estudiantes de un colegio: 3,4,6,2,3,3,2,6,5,5,2,3,4,5,5,2,3y 4.
3.2. Tablas para datos agrupados

Si la variable tiene muchos datos de distinto valor, antes de efectuar el recuento debemos
agrupar los datos en intervalos.

Considera el conjunto de datos de este recuadro, corres-
pondientes a las punfuaciones (en una escala de 0 a 100)
obtenidas en un fest psicotécnico por 30 aspirantes a un
puesto de frabagjo.

69 58 54 40 71 61 57 52 64 56
52 61 54 50 63 55 51 30 70 60
54 58 54 47 63 69 58 54 49 70

Veamos cémo proceder para efectuar la agrupaciéon de
estos datos en infervalos.

| Procedimiento Ejemplo
Busquemos el valor méximo y el valor minimo que toma la vo-
riable y calculamos su diferencia. Este valor es el recorrido de la 71-30=41

variable.

Decidamos el nimero de infervalos de clase en que agrupemos

los datos (se suele fomar entre 5y 10).

Determinemos la amplifud de cada intervalo. Para ello, dividamos

el recorrido enfre el nimero de infervalos elegido y aproximemos el 4:6=683Q7
| resulfado por exceso.

Tomemos 6 intervalos.

Formemos los intervalos de modo que el extremo inferior del pri-  Extremo inferior del primer intervalo: 29,5
mero sea algo inferior al menor valor que foma la variable y el Intervalos: [29,5, 36,5), [36.5, 43,5), [435,
extremo superior del Ultimo sea algo superior al mayor valor de la  50,5), [50,5, 57,5), [67.5, 64,5), [64,5, 71,5).

variable. Extremo superior del itimo intervalo: 71,5




Una vez efectuada la distribucion en intervalos, elaboramos Factancid
. 3 s Intervalo Recuento
la fabla de frecuencias de forma parecida a como se hizoen absoluta (n)
el caso de datos no agrupados. [29.5,365) | 1
—Construimos una fabla con fres columnas. [365.435) | |
. . [435,505) | 3
—En la primera columna, anotamos los intervalos de clase Z]I:IZ |
calculados, ordenados de menor a mayor. (205579 | I
wrseas | [[] 9
—En la segunda columna, frazamos un pequeno segmento 645715 ‘ Z ‘ s
cada vez que aparece un dato correspondiente a un de- —
ferminado infervalo. 8 1oclo2

—En la fercera columna, anotamos, para cada intervalo, el ndmero fotal de segmentos fra-
zados. Este nimero es la frecuencia absoluta (ni) de dicho intervalo.

En el margen puedes ver la tabla de frecuencias correspondiente a las puntuaciones ante-
riores (fabla 2).

A veces, conviene anadir una columna entre la primera y la segunda, indicando en ella los
puntos medios de los intervalos, denominados marcas de clase.

Intervalo Marca de clase Recuento
[29.5, 36,5) 33 |
[36,5, 43,5) 40 |

Latabla de frecuencias absolutas puede completarse con las frecuencias relativas y las fre-
cuencias acumuladas de cada valor (o infervalo de clase si los dafos estdn agrupados en
intervalos). Recordemos sus definiciones:

 La frecuencia relativa (fi) de un valor es el cociente entre su frecuencia absoluta y el nU-
mero fotal de datos.

* Lafrecuencia absoluta acumulada (Ni) de un valor es el resultado de sumar a su frecuen-
cia absoluta las frecuencias absolutas de los valores anteriores.

* La frecuencia relativa acumulada (Fi) de un valor es el resulfado de sumar a su frecuen-
cia relativa las frecuencias relativas de los valores anteriores.

Asi, la tabla 1 se completa como puedes observar a la derecha.

4. Un equipo de baloncesto en 20 partidos ha anotado los siguientes puntos: 80, 101, 92, 80, 110, 83,
101, 75, 80,107, 75, 85, 80, 110, 101, 92, 85, 110, 85, 80.

—Construye la tabla de frecuencias correspondiente.

5. Las calificaciones obtenidas por un grupo de 49 alumnos en una prueba son las siguientes: 3,0; 5,5;
44:6,0,43,72:47:65 6,7:40;59:5.8; 1,4: 32,58, 46, 41,35, 68,50, 59:21:42:45:41,48, 28 47;
77.60:30;57,45:49;33:4,8:47.:77.60:30:57:45,49:33,48:4,7.52:38;6,1.

—Agrupa en siefe intervalos los datos anteriores y construye la fabla de frecuencias comespondiente.
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4. GRAFICOS

La informacién contenida en las fablas estadisticas puede expresarse mediante graficos
estadisticos.

En caso de que los datos no estén agrupados los mds empleados son:

Diagrama de barras

Difusién de los principales diarios
(febrero 97/ noviembre 97)

Miles de lectores

1600

1400

1200

1000

600

400

200

0
8 ¢ & ¢ & 8. t § & 3
= 2 3 ¢ & ¥ 7 oz & &

o a 51 w o | 5 [ ¥

Sobre unos ejes de coordenadas se representan, en el eje de abscisas, los diferentes valo-
res de la variable y, en el eje de ordenadas, las frecuencias absolutas o relatfivas.

Sobre cada valor de la variable, se levanta una barra de altura igual a la frecuencia ab-
soluta correspondiente.

Diagrama de barras horizontal

Principales enfermedades detectadas en chequeos médicos
Problemas % de pacientes
Caries 80 %
Sobrepeso 50 %
Hipercolesteroleria 30 %
Artropatias 259,
—
Cardiopatias 20%
Broncopatias 20 %
Problemas visuales 20 %
Hipoacusias 20%

Anemias 15 %

Es un diagrama de barras pero con la posiciéon de los ejes invertida: en el eje de abscisas
se representa la frecuencia y en el eje de ordenadas, los valores de la variable.




7. MEDIDAS DE DISPERSION PARA DATOS NO AGRUPADOS

Los pardmetros de dispersion de un conjunfo de datos nos informan sobre la dispersion de
los datos considerados, es decir, nos dicen si estos estdn mds o menos separados.

Existen diferentes pardmetros de dispersion. Los mds utilizados son el recorrido, la desviacion
media, la varianza y la desviacion tipica.
Recorrido

Es la diferencia entre el valor méximo y el valor minimo de la serie de datos. También se co-
noce como rango o amplitud, y se representa por r.

Asi, si consideramos la serie de datos de la variable estadistica que representa la edad de
los 16 alumnos de un curso de asfronomia, fenemos:

12 156 15 16 18 19 19 19 22 23 24 24 25 30 31 49
Por lo que el recorrido de esta serie de datos es:
r=49-12=37

El recorrido es un pardmetro facil de calcular, pero que ofrece una informacién muy limita-
da. Asi, nos da una idea de la amplitud del conjunfo de datos, pero estd muy influido por los
valores extremos.

Desviacién media.

La desviacién media es la media aritmética de las desviaciones de todos los datos respecto
a su media. Se representa por D_.

— . lei_il s ¥ x-X|
En general, escribimos abreviadamente: D, - “T utilizar D -2

Calculemos la desviacion media de la distribucién: 5,3, 7, 8,5, 8,5, 7, 9,3, 3 \

1. Calculemos la media aritmética del conjunto de datos:
5+3+7+8+5+8+5+7+9+3+3 63

X' = T _T =57

1

1

1

1

1

1

1

1

1

. 7 . .z . !
2. Apliquemos la férmula para calcular la desviacion media: !
1

1

1

1

1

1

|

!

b - 16-6]+]3-6]+|7-6]+|8-6|+|5-6]+]8-6]+|5-6]+|7-6]+|9-6]|+|3-6]+]3-6]|
= m
_1+3+1+2+1+2+1+1+3+3+3 2] _

m " I I

La desviacion media se puede utilizar como medida de dispersién en todas aquellas distribucio-
nes en las que la medida de tendencia centfral mds significativas haya sido la media. Sin embar-
go, para las mismas distribuciones es mucho mds significativa la desviacién fipica, que estudiare-
mos a continuacién, y eso hace que el uso de la desviacién media sea cada vez mds resfringido.

13. Son encuestados veinte matrimonios respecto a su nimero de hijos y se obtuvieron los siguientes datos:
234832:3.5)5258;258305 2521:25.384:2065:27:3:2:2,
Halla la desviacion media.

14. Los siguientes dafos muestran el nimero de vuelos infernacionales recibidos en el aeropuerto de la ciudad
de Quito durante un mes, construye una fabla de distribucion de frecuencias y halla la desviacién media.

1
10, 15, 10,16, 15,12,12,10,15,12,12,16,10,13,12,11,10,11,15,15,16,14,14,14,10,11,10,15,15,16. i

i
|
1
|
1
1
1
1
1
1
1
|
1
|
\
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Varianza

Nos indica la variabilidad de los datos, es decir que tan ale-
jados estdn los datos de su media.

Es la media aritmética de los cuadrados de las diferencias o
desviaciones de cada dato hasta la media:
Varianza poblacional (para una poblacién: ¢?- %

Varianza muestral

(para una muestray): D ); (00 D X PR

N-1 N-1

El simbolo ¢ es la letra griega sigma. Corresponde a la «s» de
nuestro alfabeto.

Desviacién tipica o desviacién estandar

Es sin duda la medida de dispersion mds importante, ya que sir-
ve como medida previa al cdiculo de ofros valores estadisticos.

La desviacién fipica se define como la raiz cuadrada de la
media de los cuadrados de las desviaciones con respecto
a la media de la distribucién. Es decir: la raiz cuadrada de
la varianza.

»: 2Ixx|?
Para el caso de una poblacién o= —

X (x-X)?

Para el caso de una muestra s= TE|

Analicemos el siguiente ejemplo:

La muestra obtenida de las punfuaciones en un examen por grupo de estudiantes es la siguiente: 6, 8, 10,

12, 14. Hallemos la desviacién estandar de la muestra.
1. Hallemos la media del conjunto de datos: X - W=%
2. x 6 8 10 12 14

|x-X| 4 2 0 2 4

|x-X|2 16 4 0 4 16 =40

Y TAMBIEN: |&

Una férmula alternativa para
el cdlculo de la varianza es:

N
D3P o1 8
0'2= i=1 o ?
N

Para obtener la varianza a par-
fir de esta expresion, comple-
tamos la tabla de frecuencias
con las siguientes columnas:

AR TSR

Y TAMBIEN: |

Dos propiedades importantes

de la varianza son:

1. La varianza de una cons-
fante es cero

2. Sise tiene la varianza s2 de
un conjunfo de datos y a
cada observacién se multi-
plica por una constante b,
enfonces la nueva varian-
za de los datfos se obtiene
multiplicando a la varianza

de los datos por b2,

=10

15. Las punfuaciones obtenidas por un grupo de es-
tudiantes en un examen han sido las siguientes:

15,20, 15, 18,22,13, 13, 16, 15, 19, 18, 15, 16, 20, 16,
15,18, 16, 14, 13.

c. Halla la desviacion fipica. c. Calcula la desviacion tipica.

16. El nimero de estrellas de los hoteles de una ciu-
dad viene dado por la siguiente serie:

3,3434353433325,333,235233
3.2552232151224,5.

a. Construye la tabla de distribucion de fre- a. Construye la tabla de distribucion de fre-
cuencias. cuencias. i
1
b. Calcula las medidas de tendencia cenfral b. Halla la calificacion promedio de los ho- |
de los datos. feles segun la cantidad de estrellas !
1
1
1

P

&




3 SU reproduccion

Prohibid

Y TAMBIEN: |&

Utilizamos s para muestras
pequenas y o para muestras
grandes

Y TAMBIEN:

La aplicacién de los pro-
cedimienfos estadisticos se
remonta hacia el afo 3050
a. C, cuando se efectudé en
Egipto un registro de la pobla-
cién y la riqueza con el fin de
preparar la construccion de
las pirédmides.

Posteriormente, egipcios, grie-
gos y romanos, efectuaron
algunos censos con fines tri-
butarios, sociales y militares, y
mucho mdés tarde, en el siglo
XV, se publicaron en Alema-
niq, ltalia y Francia inventarios
estadisticos.

Aungue en un principio la es-
fadistica surge a partir de la
elaboracién de censos, ac-
fuaimente se exfiende su apli
cacién a NUMEerosos Campos,
como la agricultura, la biologia,
la psicologia, la ensefianza, efc.

Las temperaturas maximas
en la ciudad de Esmeral-
das durante el mes de junio
fueron:

30 °C, 29 °C, 28 °C, 30 °C, 33
°C, 29°C, 30 °C, 31 °C, 29 °C,
29 °C, 30 °C, 31 °C, 31 °C, 31
°C, 32°C, 33°C, 34°C, 34°C,
28 °C, 31 °C, 31 °C, 32 °C, 32
°C,33°C, 33°C, 31 °C, 32°C,

e s
hitpy//googl/mUfwGz

32°C, 33°C, 33¢°C.

Hallemos la desviacion estandar de las femperaturas a su media

Solucién:

T

Se frata de una poblacién porque nos dan las femperaturas
de todo el mes, por fanto aplicaremos la férmula de la desvia-
cién estdndar para una poblacién, es decir:

[Z1xX]
Doy (o ko i
N

. Calculemos la temperatura promedio, la media aritmética

para ello elaboramos la tabla de frecuencia:

X, f, X T Ix-X| |x-X|?
28 2 56 3 9

29 4 116 2 4

30 4 120 1 1

31 7 217 0 0

32 5 160 1 1

33 6 198 2 4

“ 2 e 3 9
N= 30 935 28

i=ﬁ= 31,17 = 31°C
30

. Luego, sustituiremos en la férmula los valores obtenidos:

o= \/i—g -10933 = 0966

f
|
1
1
1
I
I
|
|
|
|
|
1
I
1
1
!
\

17. Los siguientes datos corresponden a una muestra de estaturas de los jugadores de un equipo de
futbol: 1,80; 1, 70; 1,69: 1,70; 1,65; 1,75; 1, 65; 1,80, 1,64

Calcula:

a. Las medidas de tendencia central

b. la desviacién media

c. la desviacién estandar

~
o
o)
£
o
i




&. MEDIDAS DE DISPERSION PARA DATOS AGRUPADOS

Cuando los datos aparecen agrupados en infervalos, los parédmetros de dispersién se cak
culan de esta manera.

Recorrido

En caso de que los datos estén agrupados en intervalos, suele considerarse como recorrido
la diferencia entre el extremo superior del Ultimo intervalo y el extremo inferior del primero.

Desviacion media, varianza y desviacion fipica: consideramos las marcas de clase de los diferen-
fes infervalos como diferentes valores de la variable x; y sus frecuencias absolutas como n,

Desviacion media: Es la media aritmética de las desviaciones de todos los datos respecto a
su media aritmética. Se representa por dm.

En general, escribimos abreviadamente:
I N e |
x,: valor de la variable | Ylx-X|n | n;: frecuencia absoluta de x,
1

_ e d - -
X:media artmética | N 1 N :nmero fotal de datos
1

Calculemos el recorrido, la desvia-

Intervalo
°8 cién media, la varianza y la des- declases | [100.120) | [120,140) | [140,160) | [160,180) | [180,200) | [200,220)
[ Vviccidntipicadeladisfibucionde 5 1 ¢ 5 | 3 | @ 5 |
£ datos que recoge la tabla.
(]
[y Solucién
Intervalos de clase  Marca de clase x, \ Frecuencian, Ix-x| | Ix-XI'n

[100, 120] 10 5 55,45 27725

[120, 140] 130 6 | 3545 21270

[140, 160] 150 15 | 1545 231,75

[160, 180] 170 18 455 81,90

[180, 200] 190 17 | 2455 417,35

[200, 220] 210 5 | 4455 222,75

| | & = 144370 _ 2187
N =66 N-66 | 144370 m

—En este caso, puesto que los datos estan agrupados por intervalos, el recorrido es la diferencia entre el extremo
superior de Ultimo intervalo de clase y el extremo inferior del primer intervalo de clase. Luego, r =220 - 110 = 120.

—Apliguemos la férmula comrespondiente para calcular la desviacion media.

|110-16545] - 5+ |130-16545] - 6 + | 150- 16545 | - 15+ |170- 16545 | - 18+ |190- 16545 | - 17 + | 210- 16545 | - §

d_- oc -2187
—Apliquemos la primera de las férmulas para calcular la varianza.
11016545175+ [130- 165,451 6+ [160-165.45 |2-16+ [170-166.45 |- 18 + [190- 165,45 |2 17+ | 210-166.45 1.5 )

66

ccion

—Puesto que 62 = 712,67 tendremos que la desviacion tipica es 6=\ 712,67 =26,70.

produ:

18. Caleula la moda, la media aritmética y la [t mas e 28 | 814 | [1420)] 20.26)
mediana en la distribucién de datos que
aparece en esta tabla.

o]
<
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CALCULADORA ==

Introduccién de datos

—Ponemos la calculadora en
modo estadistico m :

—Borramos de la memoria los cal-
culos anteriores.

—Infroducimos los datos, uno a
continuacién de ofro, separa-
dos sélo por latecla :

LS ova IR DA A PR DATA

Si los datos estan tabulados
en una tabla de frecuencias,
los infroducimos de la siguien-
fe manera:

x [En, &> B,
o En,

Obtencidn de pardmetros
estadisticos

—Para obtener la media aritméti-
caq, presionamos la tecla.

—Para obtener la desviacion tipi-
ca, presionamos la tecla ﬂ

—También podemos obtener
ofros resulfados parciales:ﬂ
Numero de datos: [l

Suma de todos los datos: [
Suma de los cuadrados de 0s

datos:

9. MEDIDAS DE POSICION

Hemos visto que la mediana de una distribucién de datos es el

valor que ocupa el lugar central (o el promedio de los valores

centrales si el nUmero de datos es par). Por fanto, este valor deja

por debajo el 50% de los datos y por encima el ofro 50%, es de-

cir, divide la distribucién en dos mitades iguales.

Podemos generalizar este concepto y considerar aquellos

valores que dividen la distribucién en cuatro partes iguales.

Estos valores se denominan cuartiles.

—Primer cuartil: es el valor de la variable que deja por deba-
jo el 25% de los datos. Se representa por Q..

—Segundo cuarfil: es el valor de la variable que deja por
debajo el 50% de los datos. Se representa por Q..

Es obvio que el segundo cuartil coincide con la mediana.
—Tercer cuartil: es el valor de la variable que deja por deba-
jo el 75% de los datos. Se representa por Q..
R 25 % , %% , 25% . 5% f
' e ewm &

1

Para calcular Q, y Q, se procede de manera andloga a
como se hizo para la mediana. En el caso de datos no agru-
pados, basta con observar la columna correspondiente a
las frecuencias absolutas acumuladas.

Se tiene:

* Si existe un valor cuya frecuencia absoluta acumulada
coincide con %, Q, es el promedio enfre dicho valor y el

siguiente. En caso contrario, Q, es el primer valor que tiene
una frecuencia absoluta acumulada mayor que %

» Si existe un valor cuya frecuencia absoluta acumulada

coincide con 3N, Q, es el promedio enfre dicho valor y el siguiente. En caso contrario, Q,
es el primer valor que tiene una frecuencia absoluta acumulada mayor que 3_2‘.

Si los datos estén agrupados en intervalos, buscamos primero el infervalo que contiene al
cuartil. Este serd el primer intervalo con frecuencia absoluta acumulada mayor que L‘\l‘.en el

casodeQ, 0 3_"1\‘ en el caso de Q,. A continuacién, sustituimos en la expresién correspondiente:

Siendo:
—L, el extremo inferior del intervalo I que contiene a Q, (respectiva-
%- N, mente a Q,).
SQelhites . y
0 —h la amplitud de los intervalos de clase.
—N el nimero de datos.
SN\
Q-L +h- 4 "' —N,, lafrecuencia absoluta acumulada del infervalo anterior a 1.
3
n

—nilc frecuencia absoluta del intervalo L.



