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1.3. Definicion intuitiva de funcién

[ D.C.D. M.4.1.46. Elaborar modelos matematicos sencillos como funciones en la solucion de problemas.

¢ Qué es una funcion?

Seguramente has escuchado el término fun-
cion, pero ¢ sabes lo que significa realmente?

En la vida cotidiana, se dan situaciones en
las que obtenemos relaciones de depen-
dencia entre magnitudes.

Una magnitud se encuentra en funcion de
otra si su valor depende de esa magnitud.
Un ejemplo es el area de un circulo. Al area
de un circulo la calculamos con la formula
area = Esta formula depende del radio del
circulo. Entonces, decimos que el area del
circulo se encuentra en funcion de su radio.

De la misma manera sucede con la canti-
dad de megabyte (MB) en el saldo de un ce-
lular en relacion con la cantidad de MB que
utilizamos. Si una persona tiene 100 MB y
se gasta 50 MB viendo videos, le quedan
50 MB. Este calculo puede parecer basico,
pero en realidad es una funcion simple.

A una funcién también la podemos ver como
una lista de objetos de un determinado tipo
a los cuales les corresponde otro objeto. A
esta correspondencia la llamamos funcion.

A continuacién, vemos una representacion
grafica de esta idea.

La dependencia entre magnitudes puede ex-
presarse mediante un enunciado verbal, una
tabla de valores, una grafica o una féormula.

Una variable es aquella magnitud cuyo va-
lor puede variar.

* Variable independiente es la que puede
tomar valores arbitrarios.

« Variable dependiente es aquella cuyos
valores dependen del valor que toma la
variable independiente.

Consideremos, por ejemplo, esta situacion:

Una empresa cobra un costo total por cercar
cada terreno segun el perimetro del mismo.
El precio es de doce ddlares el metro lineal
de cerca.

¢ Las dos magnitudes que tienen de-
pendencia entre ellas son: costo total
y perimetro.

Ademas, la dependencia cumple estas pro-
piedades:

* La variable perimetro puede tomar va-
lores de forma arbitraria; por eso, la
llamaremos variable independiente y la
representaremos con la letra x.

*  En cambio, los valores que toma la va-
riable costo dependen de los valores
de la variable x; por eso, la llamaremos
variable dependiente y la representare-
mos con la letra y.

Concepto de funcioén

Antes de dar a conocer el concepto de fun-
cién, partiremos de un ejemplo practico.

Un médico dispone de tres horas diarias
para atender a sus pacientes y el numero
maximo de pacientes que puede atender
en un dia es de veinticinco. Por lo tanto, el
tiempo que puede dedicar a cada uno de-
pende del numero de visitas. Existe una
relacion de dependencia entre el numero
de pacientes y el tempo empleado en aten-
derlos. Podemos expresarla mediante esta
tabla de valores.
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Numerode: | » |45 | 45 | 20| 25
pacientes
Tiempode | 55 | 15 | 15| g |72
visita (min)

Observemos que las magnitudes numero de
pacientes y tiempo de visita varian su valor en
cada casilla. Por ello, denominamos variables
a estas magnitudes.

Sillamamos x a la variable nimero de pacien-
tes e y a la variable, vemos que:

1. La variable x puede tomar valores que son
los nimeros naturales hasta el 25.

2. Los valores de la variable y dependen de
los valores de la variable x.

3. A cada valor de la variable x le correspon-
de un unico valor de la variable y.

Por ello, x se denomina variable independien-
te e y es la variable dependiente.

Una funcion es una relacion de dependencia en-
tre dos variables, en la que a cada valor de la
variable independiente x le corresponde un tnico
valor de la variable dependiente y.

Asi diremos que y esta en funcién de x. La escri-
bimos: x =f(x).

Decimos que el tiempo de visita (y) en minu-
tos esta en funcién del nimero de pacientes
(x) y lo simbolizamos por: y =f (x).

Retomando el ejemplo de la pagina anterior
de cercar el terreno:

Una empresa cobra un costo total por cercar
cada terreno segun el perimetro del mismo.
El precio es de doce ddlares el metro lineal
de cerca.

Elaboramos la tabla de valores:

Perimetro del terre-  Costo total de la
no en m (x) cercaen $ (y)
200 2 400
250 3000
300 3600
350 4 200
400 4 800

Ratificamos que la variable dependiente y es
el costo total de la cerca, la variable indepen-
diente es el perimetro que esta expresado en
metros x.

Al ubicar los valores de la tabla en un plano
cartesiano, en donde en el eje x se ubica el
perimetro expresado en metros y en el eje y
se ubican los costos expresado en ddlares,
resultaria:

Costo en funcion de perimetro
6000

5000‘. — }
—~ 4000

€ | {
23000 -

Co:

2000 2400

1000 i |

oL L L LT 1T 1]

200 250 300 350 400
Perimetro (m)

En lenguaje matematico, podemos decir que:
y esta en funcién de x.

Escribimos:
y = f®
| |

Variable Variable
dependiente independiente

y es la variable dependiente.

x es la variable independiente.

Acostumbramos a representar las funciones con
las letras minusculas: f, g, h...

&

Presentamos el uso de funciones con variables
independientes y dependientes que representan
numeros reales. Tratamos la definicién, formas
de expresarla, tablas y graficos.

A

1. En estos ejemplos vamos a identificar las
variables independientes (VI) y las varia-
bles dependientes (VD).

a. Los litros de gasolina comprados y el
precio pagado.

VI: Seria el nUmero de litros de gasolina.
VD: Seria el precio pagado.

b. El resultado de asignar a un nimero
su doble y sumarle tres unidades.

décimo
an




c. El area de un circulo y el valor de su
radio.

VI: Es el radio del circulo.
VD: Es el area del circulo.

d. La distancia recorrida por un coche y
el tiempo empleado.

VI: Es el tiempo empleado.
VD: Es la distancia recorrida.

e. El costo de la mano de obra de un me-
canico y las horas trabajadas.

VI: Son las horas trabajadas.
VD: Es el costo de la mano de obra.

f. La distancia de frenado de un carro y
la velocidad que lleva.

VI: Es la velocidad.
VD: Es la distancia de frenado.

g. El importe de la factura de la luz y el
numero de kilovatios consumidos.

VI: Son los kilovatios consumidos.
VD: Es el importe de la factura de luz.

. Haciendo una lista con las personas inte-
grantes de una familia y otra lista con los
meses del afo, dibujemos un diagrama
desde el nombre de cada persona hasta
el mes de su cumplearios.

enero

febrero

marzo

abril

3. De las siguientes correspondencias iden-

tifiquemos cual corresponde a una fun-
cion y cual no.

Esta regla de correspondencia corres-
ponde a una funcion, ya que a cada ele-
mento de la variable x le corresponde un
Unico elemento de la variable y.

Esta regla de correspondencia no corres-
ponde a una funcion, ya que un elemento
de la variable x se relaciona con dos ele-
mentos de la variable y.

o 2| 1[o] 1] 2
B 2 [ 1o 14

Esta regla de correspondencia corres-
ponde a una funcion, ya que a cada ele-
mento de la variable x le corresponde un
elemento de la variable y; en este caso
en particular, los elementos 1 y 4 de la
variable y son imagenes de -1y -2 res-
pectivamente.

x | 2|-1] 0|1
vl 3| 3| 3| 3| 3

N

a Trabajo individual

1. Considere la relacién de dependencia que
asigna a cada libro su nimero de paginas.
¢ Se trata de una funcién? En caso afirmati-
vo, diga cual es la variable independiente y
cual la dependiente.

2. Indique cual es la variable independiente y
cual la variable dependiente del par de va-
riables relacionadas en cada uno de estos
apartados:

a. El costo de una llamada telefénica y el
tiempo de duracion.

b. El importe de la factura de la luz y el nu-
mero de kilovatios consumidos.

3. Escriba la expresion algebraica de la funcion
f definida, en cada caso, por el criterio:

a. Multiplica un numero por 7 y restarle 4.

b. Eleva la tercera parte de un nimero al
cuadrado.

c. Divide el doble de un nimero por 3 y su-
marle 2.
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1.4. Dominio y recorrido de funciones

D.C.D. M.4.1. 47, 48. Definir y reconocer funciones lineales en Z crecientes y decrecientes a partir de su representacion grafica,
tabla de valores y forma algebraica estableciendo relaciones con situaciones reales como alza de precios, ventas diarias, creci-

miento de una planta, etc.

Imagenes y preimagenes

Consideramos de nuevo la funcion f, que re-
laciona el consumo de combustible de un au-
tomovil con la distancia recorrida.

Cuando el automévil ha recorrido 5 km, su
consumo es de 40 cl. Decimos que la imagen
de 5 por la funcién f es 40. Simbdlicamente
escribimos f(5) = 40.

También decimos que la antiimagen de 40 por
la funcién f es 5.

- imagen N P imagen \
X y=fo 3 40
kPreimagen / k preimagen /

La imagen de un valor x por una funcion f es el

valor que toma la variable y en relacién con el
valor que tiene la variable x.

La preimagen de un valor y por una funcién f es
el valor o valores de la variable x a los que corres-
ponde el valor tomado por la variable y.

Volvamos a considerar la funcién f, que re-
laciona el consumo de combustible de un
automovil con la distancia recorrida.

Imaginamos que el trayecto recorrido por
Beatriz es de 20 km. Es decir, la variable
independiente distancia recorrida toma va-
lores entre 0 km y 20 km.

Decimos que este intervalo de valores es el
dominio de la funcion f. Lo simbolizamos de
la forma:

D(f) ={0,1,2,3,.., 19, 20} = [0, 20]

El dominio de una funcién fes el conjunto de va-
lores que puede tomar la variable independiente.
Lo representamos por D(f).

La variable dependiente, combustible con-
sumido, varia de 0 cl en el punto de partida
a 160 cl en el punto de destino.

Decimos que este intervalo de valores es el
recorrido de la funcion f. Lo simbolizamos
de la forma:

R() ={0,1,2,3, .., 159, 160} = [0, 160]

El rango o recorrido de una funcién f es el con-
junto de valores que puede tomar la variable de-
pendiente, es decir, es el conjunto formado por
todas las imagenes. Lo representamos por R(f).

El dominio y recorrido se representa con in-
tervalos, recuerda su representacion grafica.

Abiertos
a b
Cerrado:
§ rrados . 4
=z
T
a b
Semiabiertos
a b

i Trabajo individual

Lee y resuelve la siguiente actividad

1. El metro cuadrado de papel que se utiliza .
para empapelar una habitacion de 40 m2
cuesta $ 3.

a. Confecciona una tabla de valores y re-
presenta graficamente la funcion que re-
laciona los metros cuadrados de pared
con el importe.

b. ¢ Cuanto cuesta el papel necesario para
empapelar toda la habitacion?

2. Para ir a esquiar un dia festivo con los com-
pafie- ros y las compafieras de clase, alqui-
lamos unos esquis. El precio del alquiler es
de $ 12 diarios.

a. Representa graficamente la funcién que
re- laciona el importe del alquiler se-
gun el nu- mero de horas diarias de uso
de los esquis.
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Expresion de una funcién

Hay muchas funciones que no se expresan
mediante una férmula algebraica. Una fun-
cion puede expresarse de diferentes ma-
neras: mediante un enunciado verbal, una
tabla de datos, una expresion algebraica,
expresiones analiticas o una grafica.

Investigue cuanto recorre el carro que le lleva
de su casa al trabajo por galén de gasolina
y dia. Registre los datos de una semana en
una tabla.

Enunciado verbal

Mediante una frase, describimos cuales son
las variables dependiente e independiente,
y qué dependencia existe entre ellas, como
hemos visto en ejemplos desarrollados an-
teriormente.

Beatriz se desplaza con su automovil. En el
viaje consume 8 L de combustible por cada
100km o, lo que es lo mismo, 8 cL por km (en
este ejemplo la variable independiente es la
distancia recorrida y la variable dependiente
la cantidad de combustible consumido).

Expresion algebraica

La forma mas habitual de expresar una fun-
cion real de una variable es mediante una
formula que relaciona la variable depen-
diente con la variable independiente.

En la funciéon que tomamos como ejemplo,
el automovil consume 8 cL por cada kildme-
tro recorrido.

i
0
2
4
6
8
10
12
14 112
16 128
18 144
20 160

Si representamos por x la distancia recorri-
da, en kildbmetros, y pory la cantidad de com-
bustible consumido en cL, podemos escribir
esta formula: y = 8x, o también, f(x) =8x.

Una funcién puede expresarse de forma alge-
braica con una férmula que indica las operacio-
nes que debemos efectuar con cada valor de la
variable x para obtener el valor correspondiente
de la variable y.

Una funcion suele expresarse dando, ade-
mas de la expresion algebraica, su dominio
y su recorrido.

Recordamos que el dominio de la funcion del
ejemplo es D(f) = [0, 20] y el recorrido, R(f)
=0, 160].

Asi, la funcion anterior puede simbolizarse
de esta manera:

f: DO

X

R(f)
y=f(x)

£ 10,20 ——» [0, 160]

X—————y=f(x) =8

Desde la Ciencia

U, simbolo de unién

El simbolo U entre dos intervalos. Indica que
el conjunto resultante es el formado por los
numeros del primer intervalo junto con los del
segundo.

Asi, el dominio de la funcién definida a trozos
del recuadro anterior, f(x) = 8x, es: D (f) = R.

Hay que tomar en cuenta que, en toda fun-
cion, la imagen y de un valor de x es Unica,
pero puede ocurrir que un valor de y tenga
mas de una preimagen. Por ejemplo:

En la funcion que asigna a cada numero su
valor elevado al cuadrado, el numero 9 tiene
dos preimagenes: -3 y 3. Esta corresponde a
una funcién cuadratica.
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Determinacion grafica del dominio . VeI

¥ del recorrido Las funciones de la variable real son utiliza-

También podemos determinar el dominio y dascen.lamayoriade los procesos;de layida
cotidiana. Por eso, para proyectar un punto P

el recorrido de una funcion a partir de su sobre una recta r, trazamos por P una recta

grafica. perpendicular a ry hallamos el punto de inter-

e . seccion P’ de las dos rectas.
* El dominio es el conjunto de los valores

de la variable x obtenidos al proyectar Y| 1 Tl
ortogonalmente los puntos de la grafica @l i
sobre el eje de abscisas. E ; q T
*  Elrecorrido es el conjunto de los valores c; #‘/ i
de la variable y obtenidos al proyectar 1 !
ortogonalmente los puntos de la grafica ; !
sobre el eje de ordenadas. ; i
. . _ 0 e O N O
Determinemos el dominio y el recorrido de o i

esta funcion:
a Trabajo individual
1. Determine el dominio y el recorrido de estas
funciones: .
87
3-.
y=flx
ET f
1 =T
3 2 4 T 31
T t T 2! :li 4 2
i IEEEEE W EXEE
7 -
24
3
At
D(f)=(-3.1) U (2+). R(f) = (. 3). N
Y
Y=g
4--
X 4 2 3 /4 X

1~
2
=1
5}
S
=1
e
a
2
2
<
B
o
=
S
&
]
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2
s
)
=
5
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2. Funciones lineales

[ D.C.D. M.4.1.49. Definir y reconocer una funcion real identificando sus caracteristicas: dominio, recorrido, monotonia, cortes con los ejes.

Caracteristicas de las funciones

La grafica de una funcién nos permite ob-
servar una serie de caracteristicas que es-
tudiaremos a continuacion. Entre estas son:
puntos de corte con los ejes, crecimiento y
decrecimiento, maximos y minimos, conti-
nuidad y discontinuidad, tasa de variacion
media, simetrias y periodicidad.

Asi, por ejemplo, tenemos esta grafica re-
presentativa en un plano de coordenadas
cartesiana:

=

corte con OX |

1§
t
T

Posicion (planta)
v

| 20| | [ [15
: < f | [ ] T
Tiempo(min).

\Punto de ‘

_corte con O}

Puntos de corte con los ejes

En la grafica anterior representamos la
posicion del ascensor de unos grandes al-
macenes durante dieciséis minutos de fun-
cionamiento. Marcamos cada minuto en el
plano cartesiano.

El eje de las X representa el tiempo trans-
currido en minutos, mientras que el eje de
las Y representa la posicion del ascensor de
acuerdo con la posicion en donde se encon-
traba durante la observacién que, en nues-
tro caso, fue de dieciséis minutos.

Los puntos donde la grafica corta a los ejes
de coordenadas son puntos destacados
que se analizan por sus caracteristicas.
Observamos que la grafica corta el eje OY
en el punto (0, -2). Esta es la posicion del
ascensor cuando empezamos a contar el
tiempo por lo que se supone se encontra-

ba en el subterraneo 2. También hay tres
puntos donde corta el eje OX: (1, 0), (4,0)y
(8, 0). Esto corresponde a los momentos en
que el ascensor pasa por la planta baja en
los tiempos determinados.

Cuando queremos encontrar los puntos de
corte de las funciones de variable real, reali-
zamos este proceso. En caso de conocer la
expresion algebraica de una funcion, pode-
mos determinar analiticamente los puntos
de corte con los ejes. Como el eje OY es
una recta de ecuacion x =0 y el eje OX es
una recta de ecuaciéon y =0, a los puntos de
corte de la funcion con los ejes los halla-
mos resolviendo estos sistemas:

Punto de corte Punto de corte
conelejeY con el eje X
x=0 y=0
y =f) y=fx)

Se forman los puntos: (1, 0), (4, 0) y (8, 0).

Crecimiento y decrecimiento

Consideremos la altura de un balon lanza-
do en tiro parabdlico en funcién del tiempo.
Fijémonos en que en el intervalo de 0 a 3
s, a medida que aumenta el valor de la va-
riable x (el tiempo), el valor de la variable
y (la altura) también aumenta. Decimos que
la funcién es creciente en este intervalo.

Lanzamiento de balon

Altura (m)

Tiempo (s)
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Entender las caracteristicas de las funcio-
nes es muy importante en la vida cotidiana,
por lo que la grafica muestra la evolucion
de la temperatura ambiente registrada en
un observatorio de montafia a lo largo de
un dia soleado de primavera.

En cambio, en los periodos en que la tempe-
ratura disminuye, la grafica es descendente.

Decimos que la funcién es decreciente en
estos periodos.

Una funcion es decreciente en un intervalo si, al

Observamos que:

* Latemperatura aumento entrelas 4 hy
las 13 h.

* Latemperatura disminuyo entre las 0 h
ylas 4 h, entre las 13 h ylas 16 h, y en-
trelas 19 hy las 24 h.

* La temperatura se mantuvo constante
entre las 16 hy las 19 h.

* Los puntos de la grafica (0, 3), (3,0) y (6,
0) estan sobre los ejes de coordenadas.

Intervalos de crecimiento y decre-
cimiento

Si leemos la grafica de la temperatura am-
biente de izquierda a derecha, vemos que,
en el periodo en que la temperatura aumen-
ta, la grafica es ascendente.

Decimos que la funcién es creciente en este
periodo.

Una funcion es creciente en un intervalo si, al
aumentar el valor de la variable x dentro de este
intervalo, aumenta el valor de la variable y.

-

] ] \\ [ aumentar el valor de la variable x dentro de este
ba] /Al | intervalo, disminuye el valor de la variable y.
g /
ol ]
Y
61 1 \
/ ] o LI b X
i (h) J

Hay un periodo (de 16 h a 19 h) en que la
temperatura ni aumenta, ni disminuye; la
grafica es una recta paralela al eje de absci-
sas. Decimos que la funcién es constante en
este periodo.

Una funcién es constante en un intervalo si, para
todo valor de la variable x dentro de este interva-
lo, la variable y no varia.

! a b X

La funciéon constante puede darse por una
tabla de valores o por su grafica como se vio
en la figura anterior.

a Trabajo individual

1. Indica los intervalos de crecimiento y decre-
cimiento de las funciones siguientes:

[
% [ v.
1
NN W o /
a.r FENEEEL b'ﬁf—h
o HEEAY
H X T
S
1 34 ‘5 4
VL7, W
clls /
IHEEEEAREN]
5.
1 R 4
5 X
B 2 2
N
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2.1. Caracteristicas de las funciones lineales

Una funcion lineal o de proporcionalidad di-
recta tiene dos caracteristicas fundamentales:

« Es creciente si la constante de propor-
cionalidad es positiva (m > 0).

* Es decreciente si la constante de pro-
porcionalidad es negativa (m < 0).

Graficamente tienen esta forma.

Y
= mx (m>0)
L /4
G H | / ]
[ A ]
| .m__././ ||
7 is
P
Y
[ y = mx (m<0)
NC
HIN
PN
= Y
| | Nul [
N
N
\ N

Veamos ahora la funcion que relaciona la
longitud que recorre un submarinista con el
tiempo de inmersion, sabiendo que tarda un
minuto y medio en descender un metro.

Expresamos la funcién mediante una tabla de
valores.

W

La constante de proporcionalidad es:

Y la expresion algebraica de la funcién es:

. &
feo =2

X

La grafica de esta funciéon también es una
recta que pasa por el origen de coordena-
das, pero su pendiente es negativa, por lo
que se hace una funcién decreciente.

Ahora vamos a determinar mediante su grafi-
co y pendiente si la funcion es creciente o de-
creciente. La tabla viene dada de esta forma.

Masa (kg) 1 2 ‘ 3 4
1.75 350 525

y: Precio

La grafica de acuerdo con la informacion pro-
porcionada seria.

x: Tiempo d'e inmersion 3lel o 12
(min)

2|46 8

y: Profundidad (m)

La grafica de acuerdo con la informacion pro-
porcionada seria:
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2.2. Grafica de una funcion lineal

[ D.C.D. M.4.1.50. Definir y reconocer una funcion lineal de manera algebraica y gréafica (con o sin el empleo de la tecnologia) e

identificar su monotonia a partir de la gréfica o su pendiente.

Expresion algebraica de una fun-
cion lineal

En este ejemplo, vamos a aprender el pro-
cedimiento para obtener la expresion alge-
braica de una funcion lineal a partir de una
tabla de valores.

Escribimos la expresion algebraica de la
funcion dada por esta tabla de valores.

2 4 6 8
=) =2 | =3 | -4

Veamos si las variables son directamente
proporcionales o no. Para ello, calculamos
los cocientes entre cada valor de la variable
y el valor correspondiente de la variable x.

Observamos que hemos tenido en todos los
casos el mismo valor.

Asi, las variables x e y son directamente
proporcionales con constante de proporcio-
nalidad _%. Se trata, pues, de una funcion

lineal cuya expresion algebraica es de la
forma y = mx, siendo m la constante de pro-
porcionalidad.

Por lo tanto, la expresion algebraica de la
funciones y =-1y su pendiente negativa

2
hace que sea una funcién creciente.

La grafica respectiva que corresponde a la

funciony = —% X seria:

Observamos que la grafica de la funcion es
una recta que pasa por el origen de coorde-
nadas.

Se trata, por tanto, de una funcion lineal o
de proporcionalidad directa cuya expresion
algebraica es de la forma y = mx, siendo m
la pendiente de la recta.

Para hallar la pendiente consideramos un
punto cualquiera de la grafica, por ejemplo,
el punto de coordenadas (1, -1).

La pendiente de la recta es el cociente entre
y =-1yx=1. Por tanto, la pendiente es m
= -1. Asi, la expresion algebraica de la fun-
cibnesy =-x.

a Trabajo individual

1. Lavelocidad de impresion de una impresora
es de ocho paginas cada minuto.

a. Sihasta este momento habia impreso 32
paginas, ;cuantas habra impreso trans-
curridos dos minutos? ;Y cuantas pagi-
nas habia impreso hasta hace un minuto?

b. ;Cudl es la expresion algebraica de la
funcién que permite hallar el nimero de
paginas impresas en funcién del tiempo?

c. Realice la tabla de valores correspon-
diente a la funcion.

d. Grafique la funcion en el plano cartesiano.
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Funcioén afin

Para definir la funcién afin, vamos a estu-
diar dos situaciones.

Alas 0 horas un piloto que circula a una ve-
locidad constante de 90 km/h pasa por el
punto de control de una carrera de autos.

La funcién que relaciona la distancia a la
que se encuentra el auto del punto de con-
trol con el tiempo transcurrido viene dada
por esta tabla de valores.

Tiempo transcu- | 0 1 2 3 4 5
rrido en horas (x)
Distanciaalcon- | 0 | 90 | 180 | 270 | 360 | 450

trol en km ()

Podemos observar que es una funcion de
proporcionalidad directa cuya expresion al-
gebraica es y = 90 x. Observamos su grafi-
ca en esta figura.

Piloto A

Distancia (km)
g

INERENENPNENE:
Tiempo (horas)

Veamos a continuacion la segunda situacion.

En ese momento a otro piloto que también
circula a 90 km/h le faltan 50 km para llegar
al control.

En este caso tendremos la siguiente tabla.

Tiempo transcu-

idoien horas o) olalz]|s]al]s
Distancia al con-

il -50 | 40 [ 130 | 220 | 310 | 400

La grafica de esta funcion es una semirrec-
ta cuyo punto inicial tiene coordenadas (0,
—50). El valor de la ordenada de este punto,
—50, es la ordenada en el origen.

Piloto B

500+

4001

3001

Distancia (km)

200+

1001

0

-100+ Tiempo (horas)

Observamos que, cuando la variable x in-
crementa su valor en 1, 2, 3... unidades, se
produce un incremento de la variable y de
90, 180, 270... unidades, respectivamente.

El cociente entre la variacion de la variable
y con relacién al incremento de la variable
es un valor constante igual a 90:

90 _ 180 _ 270_

1~ 2 7 3 i
Este valor constante que se representa por
m es la pendiente y mide la inclinacion de la
semirrecta respecto al semieje positivo de
abscisas.

La expresién algebraica de la funcion que
nos da la distancia al control del segundo
auto es y = 90 x - 50. Diremos que es una
«funcién afin».

Y | | |_lx

|

|

[

[

[ |
T A [y = mH b (m30) |

| x

Una funcion afin es una funcién cuya expre-
sion algebraica es de la forma y =mx + b
(m # 0), siendo b la ordenada en el origen.

Su grafica es una recta que pasa por el pun-
to (0, b) y tiene pendiente m.
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UNIDAD

CONTENIDO:

¢ Funciones polindmicas basicas-Caracteristicas de las funciones de segundo grado
¢ Funciones y problemas de aplicacion

¢ Funciones cuadraticas

e Caracteristicas de las funciones cuadraticas




3. Funciones polinomicas basicas
3.1. Caracteristicas de las funciones de se-

gundo grado

[ D.C.D. M.4.1.51. Definir y reconocer fundiones potencia con n = 1, 2, 3, representarias de manera gréafica e identificar su monotonia.

Las funciones de segundo grado, o funciones
cuadraticas, son aquellas cuya expresion

algebraica es un polinomio de segundo gra-
do en la variable x.

y=ax*+bx+c(a#0)

La representacion grafica de estas funcio-
nes es una curva que recibe el nombre de
parabola.

Consideremos la funcion y = x> + 2x -8,y

construyamos una tabla de valores.
x|o[1]2]3]|2|s]
v[-8[-sof7]e]s8]s5]

Si larepresentamos graficamente, obtenemos
la parabola de esta figura, en la que podemos
observar algunas caracteristicas.

Y:
101

»  Tiene sus ramas orientadas hacia arriba.

+ Corta al eje OX en los puntos (—4, 0) y
(2, 0), y al eje OY en el punto (0, -8).

* Es simétrica respecto a un eje paralelo
al eje OY, larectax =-1.

*  Presenta un punto o vértice que se co-
rresponde con un minimo o maximo va-
lor absoluto, por el que pasa el eje de
simetria. En este caso, las coordenadas
del vértice son (-1, -9).

En general diremos que:
Para dibujar la parabola que representa una

funcién cuadratica, es Util seguir este proce-
dimiento:

= Orientacion de las ramas: Sia > 0, se
abre hacia arriba y, si a < 0, se abre ha-
cia abajo.

« Eje de simetria: Es la recta x=- % g
» Vértice: El valor de su abscisa viene
dado porla ecuacién del eje x=- 2—2 .Una

vez tenemos el valor de la abscisa, sus-
tituimos este en la ecuacion de la para-
bola y obtenemos el valor de la ordena-
da del vértice.

+ Puntos de interseccion con los ejes
Eje 0Y, (0, c): Obtenemos para x = 0.

Eje 0X, (x, 0): Obtenemos para y =0, al
resolver la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0.

Siigualamos a 0 una funcion cuadratica, ob-
tenemos una ecuacién de segundo grado.

Hemos visto que las raices o soluciones de
dicha ecuacién coinciden con los puntos de
corte de la parabola que describe la funcion
cuadratica con el eje OX.
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“riio

Esto nos proporciona un método grafico de  La ecuacion de segundo grado x*- 10x +25
resolucion de ecuaciones de segundo grado, = 0 solo tiene una solucion: x = 5.

representando la parabola correspondiente y
observando si corta al eje OX o no. Los valo-
res donde se corta el grafico con el eje x son

La parabola corta el eje OX en dos puntos.

= 2
las raices de la ecuacion de segundo grado. y=-2x2
Ahora veremos cuatro casos de distintas v
parabolas. 2
La parabola no corta al eje OX. — /\ —
5432441 12345 X
y=x*+2
Lol
34
44
54
_6_-
171
-84
9+

La ecuacion de segundo grado -2x*+ 2 =0
tiene dos soluciones: x =-1yx=1.

y=x’+2x-8

4 2 2 | 4

La ecuacion de segundo grado x*4+2=0
no tiene solucién.

~4
ot
>

La parabola corta el eje OX en un punto.

y=x%-10x + 25

s La ecuacion de segundo grado x?+ 2x-8=10
34 tiene dos soluciones: x =-4yx=2.

1
| =
N
!
T
it
o+
o
PR
o =
o 4
~ 4
o+
o 4
>

Razone si la grafica de la funcién cuadra-
tica tiene siempre puntos de corte con los
ejes OX y OY.

Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

Bl




décimo
an

3.2. Funciones y problemas de aplicacion

[ D.C.D. M.4.1.52. Representar e interpretar modelos matematicos con funciones lineales y resolver problemas.

Método general de resolucion de
problemas

Antes de abordar la resolucion de un pro-
blema, debemos entender el enunciado y
ser capaz de reescribirlo con nuestras pro-
pias palabras. Una vez que hayamos anali-
zado el problema, tendremos que elaborar
un plan de resolucion y resolverlo.

Como ultimo paso y antes de dar el proble-
ma por terminado, debemos comprobar que
el resultado responde la pregunta inicial
planteada y que el proceso de resolucion
elegido es correcto.

Ahora revisemos este problema:

Daniela corre a una velocidad constante de
12 km/h. Su vecino Carlos ha salido a correr
1 h antes, a una velocidad constante de 8
km/h en la misma direccion que Daniela.

Determinemos el tiempo de ejercicio que
lleva Daniela cuando se encuentra con Car-
los y el espacio recorrido por ambos hasta
ese momento.

1. Comprender

+ Volvamos a leer el problema y enuncié-
moslo con nuestras propias palabras.

+ Anotemos los datos que nos propor-
cionan y los que nos piden.

2. Planificar

Representamos por S, y S, las funciones que
nos dan el espacio recorrido por Daniela y
por Carlos en funcion del tiempo transcurri-
do, variable t, desde la salida de Daniela.

Daremos valores del tiempo expresados en
horas a la variable t, puesto que la veloci-
dad viene expresada en km/h.

Asi, el tiempo de ejercicio que lleva Danie-
la cuando se encuentra con Carlos sera la
abscisa del punto de intersecciéon de las
gréficas de las funciones S,y S, y el espa-
cio recorrido por ambos en el momento del
encuentro sera la ordenada de este punto.
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3. Ejecutar el plan

Sitomamos la salida de Daniela en el instan-
te t=0, la expresion algebraica de la funcion.

Elaboramos la tabla de valores de la fun-
cién S, para representarla posteriormente.

Tiempo en horas (t) 0 (1 v [

Espacio en kilémetros(S,) | 0 | 12 | 24 | 36

Cuando Daniela empieza el ejercicio, en
el instante t = 0, Carlos lleva recorridos 8
km, por lo que la expresion algebraica de
lafuncion S,es S,=8t+38.

Carlos empezé a correr 1 h antes que Danie-
la, por lo que ha salido en el instante t = -1.
Partiendo de este valor, elaboramos una tabla
de valores de la funcion S,

Tiempo en horas (t) Alof1r1]12]3

Espacio en kilémetros (S,) | 0 | 8 | 16 | 24 | 32

‘ Trabajo individual

1.

Descompodn en producto de factores los si-
guientes polinomios:

a.x’-4 c.x*-x-12 e.x*-8x-9

b.x?-9x d.x*+4x+3 f.2x*+15x+25

. ¢Puede descomponerse en factores el

polinomio x*- 2x + 57 ;Por qué?

. Expresa, en forma ordenada y reducida:

a. Un polinomio de segundo grado que ten-
ga como raices los valores x =-5yx=-2.

b. Un polinomio de segundo grado que ten-
ga como raiz doblex = 7.

. Indica, sin resolverlas, el nUmero de solu-

ciones de cada una de estas ecuaciones.
a.2x>-x-3=0 c.x*+2x+3=0

b.x*+6x+1=0 d.x*+3x+2=0

. ¢ Qué le ocurre a la funcién de segundo gra-

do y=ax?+bx + c si el coeficiente a es 07




Continuando con el problema, ahora repre-
sentamos graficamente ambas funciones
sobre el mismo sistema de coordenadas
cartesianas.

60
E
>~ 48
.0
O
o136 -
) "
L
24
124 4
y
-1 2 4 4
Tiempo (h)

Observamos en la grafica que el punto don-
de se cortan las dos rectas es P(2, 24).

Por tanto, Daniela encuentra a Carlos cuan-
do lleva dos horas de ejercicio, y ambos han
recorrido 24 km.

4. Revisar

Revisemos los calculos realizados tanto en
las operaciones como en la elaboracion de
las tablas.

Comprobemos que las coordenadas del
punto P(2, 24) verifican las expresiones al-
gebraicas de las funciones S| y S,

Con todo el proceso revisado de resolucion
de problemas vamos a resolver este ejercicio:

Un fabricante vende celulares a un precio
medio de $175,35 la unidad. El costo de fa-
bricar los celulares es de $125,60 por uni-
dad, mas un costo fijo, independiente de la
cantidad de celulares vendidos, de $5 200
000, correspondiente a la inversion inicial.

Determinemos:

a. La funcién del valor total de las ventas (en
dolares) en funcion del numero de unida-
des vendidas.

b. La funcién del costo total en funcion del
numero de unidades vendidas.

c. La funcion del beneficio total en funcion
del numero de unidades vendidas.

d. El nimero de unidades vendidas a partir
de que el fabricante empezara a tener be-
neficios.

1. Comprender

*  Volvamos a leer el problema y enuncié-
moslo con nuestras propias palabras.

*  Anotemos los datos que nos proporcio-
nan y los que nos piden.

2. Planificar

Hay que reconocer los datos proporcionados
por el problema, se trata de una funcién de
ventas de celulares, en donde tiene un pre-
cio de venta, costo de fabricacién por unidad
y un costo fijo.

Representamos con la variable x a la canti-
dad de celulares producidos y vendidos, de-
terminamos los ingresos, costos y la utilidad.

El ingreso es igual a la cantidad producida y
vendida x por el precio medio de venta.

El costo total es igual al costo por unidad
multiplicado por la cantidad producida y ven-
dida mas los costos fijos.

Mientras que la utilidad seria la diferencia de
los ingresos menos los costos totales.

3. Ejecutar el plan

Al ejecutar el plan tenemos que responder
cada una de los literales planteados.

a. El valor total de las ventas que no es otra
cosa que los ingresos totales estaria ex-
presado como:

f(x) =175,35x

b. El valor de los costos totales de acuerdo
con lo planteado y planificado quedaria
expresado como:

C(x) = 125,60x +5 200 000
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c. La utilidad expresada resulta de la dife-
rencia de los ingresos menos los costos:

U(x) = 175,35x —(125,60x + 5 2000 000)
U(x) = 175,35x — 125,60x — 5 2000 000
U(x) = 49,75x — 5 2000 000

d. Para encontrar el nimero de unidades
vendidas a partir de que el fabricante
empezara a tener beneficios, deberemos
plantear que la utilidad al menos sea ma-
yor o igual a cero. Siendo asi la expre-
sion quedaria como:

49,75x — 52000 000=10
49,75x = 52000 000

x = 104,52

Entonces el fabricante debera vender 105
unidades al menos para que comience a te-
ner beneficios.

5. Revisar

Revisemos los calculos realizados tanto en
las operaciones efectuadas al momento de
despejar la variable numero de unidades.

Comprobemos que las 105 unidades efec-
tivamente comiencen a generar ganancias
en la funcién utilidad.

Ahora realizamos otro problema de la vida
cotidiana.

El costo de obtener copias de CD interacti-
vo es de $ 0,50 la unidad, mas $ 3 000 fijos
de produccion, el precio de venta es de $ 2
al publico por cada CD.

Determinar

a. La funcion del valor total de las ventas
(en dolares) en funcion del nimero de
unidades vendidas.

b. La funcién del costo total en funcion del
numero de unidades vendidas.

c. La funcién del beneficio total en funcion
del niUmero de unidades vendidas.

Al ejecutar el plan respectivo tenemos que
responder cada uno de los literales planteado:

a. El valor total de las ventas que no es otra
cosa que los ingresos totales estaria ex-
presado como:

Fex) =2x

b. El valor de los costos totales de acuerdo
con lo planteado y planificado quedaria
expresado como:

C(x) = 0,50x + 3000

c. La utilidad expresada resulta de la dife-
rencia de los ingresos menos los costos:

U(x) = 2x — (0,50x + 3000)
U(x) = 2x — 0,50x — 3000
U(x) = 1,50x — 3000

a ‘ & Trabajo colaborativo

1. Existen varios tipos de funciones cuya
grafica es una recta.

Cada una de ellas se caracteriza por la
correspondiente expresion algebraica y
por una grafica determinada. Con la ayu-
da de Internet respondan las cuestiones
planteadas a continuacion:
a. ;Qué funcion polinémica tiene por grafica
una recta?
b. Escriban la expresion algebraica de estos
tipos de funciones:
« funcién constante
« funcién afin
« funcién lineal
+ funcién identidad
2. Describe tres situaciones cotidianas en
las que se establezcan relaciones entre
diferentes variables e indica, en cada
caso, cudles son las variables depen-
dientes y cuales las variables indepen-
dientes.
3. En estos pares de magnitudes relaciona-
das, indica cual es la variable indepen-
diente y cual es la variable dependiente:
a. El alargamiento que experimenta un
muelle cuando se cuelga un peso de
su extremo y dicho peso.

b. Eltiempo que circula un auto a veloci-
dad constante y la distancia recorrida.

c. El peso de una barra de pany el de la
harina usada en su elaboracion.

d. La edad de un nifio y su estatura.

e. Elimporte del recibo del gas y el tiempo
de funcionamiento de la calefaccion.
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Indicadores de evaluacion

B

Representa como pares ordenados el producto cartesiano de dos conjuntos e identifica las relaciones reflexi-
vas, simétricas, transitivas y de equivalencia de un subconjunto de dicho producto. (1.4.)

Resuelve problemas mediante la elaboracién de modelos matematicos sencillos como funciones, emplea grafi-
cas de barras, bastones, diagramas circulares para representar funciones y analizar e interpretar la solucién en
el contexto del problema. (1.2.)

Determina el comportamiento (funcién creciente o decreciente) de las funciones lineales en Z, con base en su
formulacién algebraica, tabla de valores o en graficas, valora el empleo de la tecnologia, y calcula funciones
compuestas graficamente. (1.4.)

Indica si estos enunciados son verdaderos (V)
o falsos (F):

Una funcion es la relacién de dependencia en-
tre dos variables en la que a cada valor de la
variable independiente x le corresponde uno o
mas valores de la variable dependiente y. ( )

. Elrecorrido de una funcién es el conjunto de

valores que puede tomar la variable depen-
diente y se representa por R. ()

. Una funcién es decreciente en un intervalo

si, al aumentar el valor de la variable x den-
tro de este intervalo, disminuye o permane-
ce constante la variable y. ()

. Una funcién de grafica continua tiene un

maximo en un valor de la variable x si la
imagen de este valor es menor o igual que
la de cualquier otro valor de la variable inde-
pendiente de la funcién . ()

. Una funcién es discontinua cuando no se

puede dibujar de un solo trazo o cuando la
grafica presenta alguna interrupcién. ()

Una ecuacién de segundo grado es de la
forma ax*+ bx + c;a# 0. ()

. En la grafica de una funcién cuadratica la

orientacion de las ramas depende del valor
de a. Sia >0, se abre hacia arriba, y, sia <
0, se abre hacia abajo. ()

. Ecuacién es una igualdad que se verifica para
algunos valores numéricos de las letras que
en ella aparecen.

()

I Por alquilar un automévil cobran $ 100 diarios
mas $ 0,30 por kilémetro recorrido. Si en un
dia se ha recorrido un total de 300 km, ¢cual
es el valor que se debe pagar?

a

ey

a

E\

a.
b.
c.

d.

$90

$100
$130
$190

El vértice de la parabola f(x)=x*>-8x + 5 co-
rresponde al par ordenado.

a.

b.

C

d

4, 1)
@4, -11)
(-8.9)
(8,5)

Encuentra el valor de k en la expresion
x2+(k + 2)x + 2k = 0 para que tenga dos rai-
ces reales iguales.

En una libreria venden un determinado mode-
lo de esfero a $ 1,20 la unidad.

Completa, en tu cuaderno, la siguiente tabla
de valores:

Numero de esfero (x) 112 |8 |4
Importe en ddlares (y)

. Representa la grafica de la funcién e indica

si se trata de una grafica continua o no.

. ¢ Qué valor tiene la variable dependiente si

el valor de la variable independiente es 157
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2. Funciones cuadrdticas
2.1. Caracteristicas de las funciones cuadrdticas

[ D.C.D. M.4.1.57. Definir y reconocer una funciéon cuadratica de manera algebraica y gréfica, determinando sus caracteristicas:

dominio, recorrido, monotonia, maximos, minimos, paridad.

Funcion cuadratica y ecuacion de
segundo grado
Expondremos la nocién de las ecuaciones

de segundo grado o funciones cuadraticas.
En general diremos que:

Una ecuacion de segundo grado es aquella
que tiene por expresion algebraica.

(@#0)

Su grafica es una parabola cuyas caracte-
risticas son:

y=ax?+bx+c

* Es simétrica respecto de un eje, una
recta paralela al eje OY que pasa por su
vértice.

* Lasramas de la parabola estan orientadas
hacia arriba y su vértice es el punto cuya
abscisa es el minimo absoluto, sia > 0.

* Lasramas de la parabola estan orientadas
hacia abajo y su vértice es el punto cuya
abscisa es el maximo absoluto, sia < 0.

*  El dominio de la funcion cuadratica es la
recta real.

» Lafuncion es continua en todo su dominio.

*  Elrecorrido o rango de la funcion va des-
de su vértice hasta el infinito sia > 0, o
desde el infinito negativo hasta el vértice
sia<0.

La representacion grafica de estas funcio-
nes es una curva que recibe el nombre de
parabola.

Para dibujar la parabola que representa una
ecuacion cuadratica, es util seguir este pro-
cedimiento:

- Orientacion de las ramas: Si, a > 0, se
abre hacia arriba; y, si a < 0, se abre
hacia abajo.

» Eje de simetria: Es larecta x =- Zba .
» Vértice: El valor de su abscisa viene
dado por la ecuacion del eje x = - zb_a .

Una vez que tenemos el valor de la abscisa,
sustituimos este en la ecuacioén de la para-
bola y obtenemos el valor de la ordenada
del vértice.

I I
NNk

*  Puntos de interseccion con los ejes
Eje OY, (0, c): Lo obtenemos para x = 0.

Eje OX, (x, 0): Lo obtenemos paray = 0 al
resolver la ecuacion ax? + bx +c=0.

Siigualamos a 0 una funcién cuadratica, ob-
tenemos una ecuacién de segundo grado.

Hemos visto que las raices o soluciones de
dicha ecuacion coinciden con los puntos de
corte de la parabola que describe la funcion
cuadratica con el eje OX.

Esto nos proporciona un método grafico de
resolucion de ecuaciones de segundo gra-
do, representando la parabola correspon-
diente y observando si corta al eje OX o no.
Los valores donde se corta el grafico con el
eje x son las raices de la ecuacién de se-
gundo grado.
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Ahora analizaremos tres casos de distintas
parabolas con su respectiva monotonia.

1. La parabola no corta al eje OX.

y=x°+3

* Laecuacion de segundo grado y =x*43
no tiene solucion.

* Es simétrica respecto de un eje, es la
recta x = 0 paralela al eje OY que pasa
por su vértice.

* Las ramas de la parabola estan orienta-
das hacia arriba y su vértice es el punto
cuya abscisa es el minimo absoluto .

+ El dominio de la funcién cuadratica es la
recta real.

« Lafuncion es continua en todo su dominio.

* El recorrido o rango de la funcion seria
(3,4).

* La parabola cumple el criterio de pari-
dad f (=x)= -f(x) para todo su dominio.

@@ Desde la Ciencia

El movimiento parabdlico gobierna sobre to-
dos los objetos lanzados dentro del campo de
gravedad de la Tierra.

Basicamente, en el campo del deporte, po-
dremos notar los movimientos parabdlicos,
por ejemplo, un jugador de futbol realiza un

pase de largo.

2. La parabola corta el eje OX en un punto

w

y=x>-10x+25

A 4123456789 X

La ecuacién de segundo grado y = x*-
10x + 25 solo tiene una solucioén: x =5.

Es simétrica respecto de un eje, es la
recta paralela al eje OY que pasa por
su vértice.

Las ramas de la parabola estan orienta-
das hacia arriba y su vértice es el punto
cuya abscisa es el minimo absoluto (5,0).

El dominio de la funcion cuadratica es la
recta real.

La funcion es continua en todo su dominio.

El recorrido o rango de la funcién seria
(3,4).

La parabola no cumple el criterio de pari-
dad f(-x)=-f(x) para todo su dominio.

. La parabola corta el eje OX en dos puntos.

y=-x+4

Y

2

———+ /\ ———+

543-24,1 12345 X
24
34
44
54
_6--
74
‘gl
-9+
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Representamos la grafica de la funcion cuadratica cuya expresion algebraica

. \
o 5 1 i
o esy=x"—4x-—12. !
oy Los coeficientes de la funcién de segundo grado son:a=1,b=—4yc=—12. i
I
E + Orientacion de las ramas: a = 1 > 0, las ramas de la parabola estan r !
ar orientadas hacia arriba. :
+ Eje de simetria: x= -% =-% =2, luego es la rectax = 2. i }
+ Vértice: Una vez tenemos el valor de su abscisa x = 2, dada por la ecuacién 3
del eje de simetria, lo sustituimos en la ecuacién de la parabola y obtenemos - i X
el valor de la ordenada: y = x> — 4 x — 12. |
=22-4.2-12=-16 !
Por tanto, las coordenadas del vértice son: (2, —16). :
-10 |
» Puntos de corte !
Con el eje OY: Tomando x = 0 en la ecuacion de la parabola, tenemos que: |
y = —12. Luego, el punto de corte con el eje OY es (0, —12). £l |
Con el eje OX: Considerando y = 0, y resolviendo la ecuacién x> —4 x — 12 !
=0, tenemos que ;
X=6yx = —2.Luego, los puntos de corte con OX son (6,0) y (-2, 0). 1
Situamos el vértice y los puntos de corte y, a partir de ellos, podemos representar la gréfica. /
ERf=—+#(x)
] Posee estas caracteristicas: l\
o 0 o+ | -
;_E:. « El dominio de la funcién cuadrética es la recta real. I \ o /
i:'j" « La funcién es continua en todo su dominio. \ & /I

« El recorrido o rango de la funcién seria (—16, +). + /

« La parabola no cumple el criterio de paridad f(—x) = —f(x) para todo ] I
su dominio. i t

Representamos la grafica y principales caracteristicas de monotonia de
la funcién cuadratica cuya representacion algebraica es y = x> + 2x — 3. ! 4

Trabajando la funcién algebraicamente tenemos:

Los coeficientes de la funcién de segundogradoson:a=1,b=2yc=-3.
+ Orientacion de las ramas: a= 1> 0, las ramas de la parabola estan orientadas hacia arriba.
< Eje de simetria: y=— —=— SaE —1, luego es larecta x=—1.

« Veértice: Una vez tenemos el valor de su abscisa x =—1, dada por la ecuacion del eje de simetria,
lo sustituimos en la ecuacién de la parabola y obtenemos el valor de la ordenada: y = x* + 2x — 3.

=(-12+2-(-1)-3=1-2-3=—4
Por tanto, las coordenadas del vértice son: (—1, —4).

Situamos el vértice y los puntos de corte x =—3 y x =1, a partir de ellos, podemos representar la
grafica, las caracteristicas de monotonia las analiza el lector.

i Trabajo individual

1. Representar la grafica y principales caracteristicas de monotonia de estas funciones cuadraticas cuya
representacion algebraica es:

fE)=x*+3 gx=-x*-5 h(x)=x*-7x+6
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2.2. Completacion de cuadrados

[ D.C.D. M.4.1.59. Resolver la ecuacion de segundo grado con una incognita de manera analitica (por factoreo, completaciéon de

cuadrados, formula binomial) en la solucion de problemas.

Para poder resolver ecuaciones de segundo
grado con una incégnita de manera analiti-
ca, podemos emplear algunos métodos de
resolucion, entre ellos tenemos la factoriza-
cion, completacion de cuadrados y formula
binomial. En esta seccién nos centraremos
en la completacion de cuadrados.

El método de completar el cuadrado es uti-
lizado cuando tenemos una ecuacion que
es dificil o imposible de factorizar. Lo que
hace la completacion de cuadrados es con-
vertir un polinomio en un trinomio cuadrado
perfecto, el mismo que seria mas facil de
graficar y resolver.

Para completar el cuadrado partimos de la
estrategia de ir creando un cuadrado, es
decir tomamos algo que probablemente no
sea un cuadrado vy, a partir de eso, conver-
tirlo en uno. Es decir, transformamos prime-
ro en un trinomio cuadrado perfecto, con el
fin de «completar» la ecuacién para crear
un cuadrado de binomio y, de esa manera,
poder despejar la incognita X y obtener las
raices o soluciones de la ecuacion.

Siguiendo con el método expresado de la
ecuacion x? + bx + ¢ =0, la misma que, si
enviamos al término c al lado derecho de la
ecuacion, nos quedaria como x?+ bx =—c.

Entonces, a partir de ese principio, al lado
izquierdo de la expresion x*+ bx = —cle esta
faltando un término para poder completar el
trinomio cuadrado perfecto. El término fal-
tante debe cumplir el requisito al extraer la
raiz al primer y tercer términos. El producto
de los dos términos obtenidos multiplicado
por 2 nos da el trinomio cuadrado perfecto.

Para que cumpla el requisito expuesto, el
término deberemos dividir para 2 y elevar-

2
lo al cuadrado, es decir [%J Resolviendo el
cuadrado obtendriamos b{ .

Siguiendo con el esquema de la explica-

cion, podemos tener cualquier expresion y
completar el cuadrado que falta para la re-
solucion. Graficamente vamos a ilustrar la
expresion x? + bx, representada por un rec-
tangulo cuyo lado menor tiene de medida x
y el lado mayor es igual a x + b. Obtenemos
este grafico:

X b
x| X% | %X l %X X
b2 b2

La expresion x* + bx claramente expresada
en la pagina anterior no representa un cua-
drado perfecto, mas bien corresponde a un
rectangulo, la estrategia de completar el trino-
mio cuadrado perfecto parte de ese grafico.

Reubicamos o cambiamos de posicion cada
parte del rectangulo de modo que se logre
realizar un cuadrado perfecto; entonces,
obtenemos este grafico:

X ' b/2

¥ X2 E L
22X
by | (bf

b/2 2X 2

Los rectangulos de la figura de la pagina
anterior ahora forman un cuadrado mas un
cuadrado adicional de color rojo para que
sea un cuadrado perfecto, ese correspon-

2
deria al cuadrado cuya area es [%J Por lo
tanto, hemos completado el cuadrado.

2
Al sumar [%] al binomio original planteado

x? + bx, hemos creado un cuadrado con lados

b .
x+2
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Hay que tomar en cuenta que al area del cua-
drado que hemos creado la podemos expre-
sar como la suma de todas las areas obteni-
das de sus cuadrados interiores. Asi tenemos:

SRR - WY ) [y
=x’+ 2x+*2x+[TJJ»—x Tbx+ ZJ
=2 4+ 2[4 =fep. B

=x +2[2x]+[2J _[x+2}
Ahora apliguemos a un ejemplo practico la
completacion de cuadrados.

Dada la funcién cuadratica, encontremos
las raices de la ecuacion, la grafica y las
caracteristicas principales:

fR)=x-1+1

Como el ejemplo nos pide las raices de la
ecuacion, lo que nos esta pidiendo no es
otra cosa que las intersecciones con eje X
donde la grafica cruza con el eje X. Esto es
el valor de ypara cualquier punto en el eje X
sea cero. Entonces, lo que debemos hacer
es igualar la funcion a cero f(x) = 0.

fx)=0
X¥—4x+1=0
Ahora, procedemos a reescribir la ecuacién
de lado izquierdo de modo que obtenga la

forma x? 4+ bx, para proceder a prepararla
para completar el cuadrado.

x?—4x=-1
Como lo demostramos anteriormente, lo
que vamos a sumar para completar el cua-
drado es la expresion |37|. Como se trata

de una ecuacion por criterio de igualdad, lo
que hacemos de un lado de la expresion,
también debemos hacer al otro lado de la
expresion. Entonces nos quedaria:

b bf
2 ] — A=l
x? —4x +[2]— 1 +[2J

Conocemos que el valor de b de la expre-
sion es igual a —4, por lo que nos resulta:

2 _ —4 2__ —4 \
x% — 4x +[—2 J- 1x+[—2 ]
x> —4x+4=-1+4
x> —4x +4=3

Factorizamos el lado izquierdo de la ecua-
cién como un binomio elevado al cuadrado.

x—2)2=3

A partir de esta igualdad, despejamos la va-
riable x. Para eso, debemos sacar la raiz
cuadrada de ambos lados. Trabajamos con
las dos raices: la positiva y la negativa

x=2=V3 o0 x-2=-V3
x1= 2+ \/3— )9 =2 — \[3_
V(x-2)2=V3
Xx—-2=4 V3
Hemos encontrado las raices de la funcion
cuadratica por medio de completacion de
cuadrados. A su vez, estas raices son solu-

cién de la ecuacion. Ahora debemos graficar
y encontrar las caracteristicas principales.

Para graficar, debemos encontrar el vértice
de la funcion y su concavidad; asi, el valor
de , por lo que le hace céncava hacia arri-
ba. Su vértice seria:

SIf(x)=x*—4X+1

b
b= —ag
a=1,b=—4,c=1,

=4
V,= ——==2
o2

Encontramos la coordenada del vértice Y
evaluando el vértice de coordenada en X en

la respectiva funcion, es decir: V.= f- [%J

Asi, tenemos:
f@=@y-42+1
=4-8+1
=-5

Entonces, su vértice seria: V: (2, -5).
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2.3. Raices de la funcidon cuadrdtica

t DCD: M.4.1.60. Aplicar las propiedades de las raices de la ecuacion de segundo grado con una incognita para resolver problemas.

Haremos un breve repaso de la funcion
cuadratica, para ello recordaremos que:

Elementos de la parabola

A continuacion, mostraremos como podemos
obtener analiticamente los elementos mas
caracteristicos de la parabola, que resulta de
representar graficamente una funcion cua-
dratica, cuya expresion algebraica es:

y=f(x)=ax*+bx+c
Coordenadas del vértice

Observa la figura.

y= ax“+bx+c /

)
=
=

Los puntos en que la parabolay =ax?>+b
X + c corta a la recta y = c, los obtenemos
resolviendo el siguiente sistema.

y=ax*+bx+c
y=c¢

Podemos simplificar: ax> + bx =0 =>x =0,

p N
a

Por simetria, observamos que la abscisa
del vértice es el punto medio p.

o+(2)

B= ="

Asi pues, la abscisa del vértice, que coinci-
de con la ecuacion del eje de la parabola, es:

X=- Z

Una vez obtenido el valor de la abscisa, lo
sustituimos en la ecuacion de la parabola
para hallar el correspondiente valor de la
ordenada del vértice; q=f (%)

Observa, en la siguiente figura, las transfor-
maciones llevadas a cabo para la parabola

y=x

® BEceo

| WL LA
\ | 'AVIRTANY)
\ Y17/

\AYA LA/

—
o<

N
N T
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“riio

Puntos de corte con el eje OX Recuerda que si el discriminante ( b2 - 4ac)
de la ecuacioén de segundo grado es negati-
vo, la ecuacion no tiene solucién y, por tan-
to, la parabola no corta el eje 0X.

Observa la figura.

\
FIE b MEE Punto de corte con el eje OY
I ; / Observa la figura.
[\ | .
| ;
x,\ |0 X, =l /
| pd
| €
Los puntos de corte de la parabola con el 0 2

eje OX son los puntos de coordenadas

(x,y) cuando y = 0. Ademas, sabemos que:
El punto de corte de la parabola con el eje OY

- - - _b+/p7-2
y=ax’+bx+ c=0>x=0&x= 22— eselpuntode coordenadas (x,y) cuando x=0.

Asi, las r::oordenadas de los puntos de corte x=0->y=a.0+b.0+c=c

con el eje OX son de la forma (x, 0), en los

que el valor de x viene dado por las solucio-  Porlo tanto, el punto de corte es el de coor-
nes de la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0. denadas (0, c).

Encontremos las coordenadas de los puntos de corte con los ejes de la parabola
y=x*+6x-1.

Calculamos los puntos de corte con el eje 0X. y=0

x* + 6 x- 1= 0= aplicando la formula cuadratica:

_ -b+Vb’-dac_ -64V36-4-1-(-1)_ -6+V36+4
2a 21 2

x,= 0,16 ; X, =-6,16

La parabola corta el eje OX en los puntos (0.16,0) y (- 6.16, 0).
Calculamos los puntos de corte con el eje OY.
Cuandox=0-y=-1

La parabola corta el eje OY en el punto (0,-1).
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2.4 Aplicaciones de las funciones cuadrdticas

dréticas, e interpretar y juzgar la validez de las soluciones obtenidas dentro del contexto del problema.

[ D.C.D. M.4.1.61. Resolver (con apoyo de las TIC) y plantear problemas con enunciados que involucren modelos con funciones cua-

Resolucion de ecuaciones de se-
gundo grado utilizando las TIC

Vamos a ver cémo utilizar una hoja de cal-
culo para resolver ecuaciones de segundo

grado, en el caso de que exista solucion.

Abrimos una hoja de calculo nueva. En ella
vamos a escribir los comandos necesarios
para resolver la ecuacion de segundo grado
7x* +12x-4=0.

~ |¢Tiene solucién?

_|SOLUCIONES
A x1=
: x2=

Escribimos en las primeras celdas los rétu-
los para el nombre de la hoja de calculo, la
ecuacion a resolver...

En las celdas B3, B4 y B5 introducimos, res-
pectivamente, los valores de los coeficien-
tes a, by cde la ecuaciéon de segundo grado.

En la celda B7 escribiremos la formula que
nos da el discriminante, A = b%- 4. a. c. Re-
cordemos que una ecuaciéon de segundo
grado tendra solucion unicamente si el dis-
criminante es mayor o igual que cero. La
férmula que debemos introducir en la celda
es: =B4*-4-B3-B5.

Para saber si la ecuacion tiene solucion es-
cribiremos en la celda B8 una férmula que
devolvera el valor «SI» si se cumple la con-
dicién B7 = 0 y el valor «<NO» en caso con-
trario.

= SI (B7 > = 0; "SI"; "NO")

Alas soluciones de una ecuacion de segun-
do grado las podemos calcular mediante la
férmula general:

=—bi\/b2—4ac

= 2a

Escribiremos en las celdas B11 y B12 las
expresiones correspondientes al signo + y
al signo — respectivamente, y recordaremos
que ya hemos calculado el discriminante en
la celda B7.

__ (- B4-RAIZ (B7))
Celda B11: = B3
Gl i o E o AL EBY))

2-B3

Ya tenemos una hoja de célculo para resol-
ver ecuaciones de segundo grado. Opera-
remos con ella introduciendo los coeficien-
tes de la ecuacion en las celdas de entrada.
Si existe solucion, se nos mostrara en las
celdas de resultado.

1. Investiga datos numéricos sobre el puente
Golden Gate cuyos cables tierne forma de
una parabola.

2. Responde: ;Cual es la altura de los ca-
bles a una distancia de 1 000 pies del cen-
tro del puente?

3. realiza un esquema con los datos que
investigates. Coloca el origen de los ejes
cartesianos en el vértice para que utilices
como ecuacién de segundo grado y = ax?;
a>0.
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Resolucion de problemas

El procedimiento para resolver problemas
mediante una ecuacion de segundo grado es
muy parecido al utilizado para resolver proble-
mas mediante una ecuacién de primer grado
con una incognita o un sistema de ecuacio-
nes de primer grado con dos incognitas.

La base de un rectangulo mide 12 cm
mas que su altura y su area es de 405
cm? jCuanto mide el perimetro del
rectangulo?

1. Lectura atenta del enunciado: Vol-
vemos a leer el problema e inter-
pretamos el enunciado.

2. Eleccion de la incégnita: Represen-
tamos por X Ia altura del rectangulo.

x+12

3. Planteamiento de la ecuacion

- Datos: Area del

405 cm?.

rectangulo:

+ Condicion: La base del rectangu-
lo mide 12 cm mas que su altura.

+ Traduccion: Base del rectangulo:
x+12.

- Area del rectangulo: (x + 12) - x.

« El area del rectangulo es de
405 cm% (x + 12) - x =405.

‘ Trabajo individual

Cuando calculamos ecuaciones de segun-
do grado, debemos prestar especial aten-
cion al analisis de las soluciones, ya que
algunas de ellas, a pesar de ser solucién de
la ecuacion, no lo son del problema.

Fijémonos en el siguiente ejemplo.

4. Resolucién de la ecuacion

(x+ 12) - x =405
x>+ 12x = 405

x>+ 12x-405=0

12 T AT (05

21
(12 +V 182 +1620 _ -12 4/ 1764
2 2
-12+42 .
_-12x42 2
3 ~ -122- 2 _,,

5. Respuesta

Como x representa la altura del rectan-
gulo, tomara valores positivos, por lo
que la solucion negativa no es valida.
Asi, la altura del rectanguloes 15 cm y
su base:

15+12=27cm

Por lo tanto, el perimetro del rectan-
gulo es:

P=2-274+2-15=84cm
6. Comprobacion

Como la altura del rectangulo es 15
cm y su base 27 cm, se cumple que:
27 - 15 =405 cm?.

1. Calcula las dimensiones de un rectangulo de 24 m? de area sabiendo que su perimetro es 20 m.

2. Calcula los lados de un rectangulo que tiene una diagonal de 5 cm y un perimetro de 14 cm.

3. Elcateto mayor de un triangulo rectangulo es 2 cm mas corto que la hipotenusa y esta mide 4 cm mas
que el cateto menor. ;Cuanto miden los lados del triangulo?

4. La base de un rectangulo es 2 m mayor que la altura. Si a la base le aumentamos 1 my a la altura 2
m, resulta otro rectangulo cuya area es 24 m? mayor que el primero. Calcula las dimensiones de este.

5. La suma de la base con la altura de un tridngulo es 30 m y el drea del triangulo es 112 m2 Calcula la

base y la altura del triangulo.
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3. Probabilidad

3.1. Definicién de probabilidad

DCD. M.4.3.9. Definir la probabilidad (empirica) y el azar de un evento o experimento estadistico para determinar eventos o

[ experimentos independientes.

Experimentos deterministas y experi-
mentos aleatorios

Si observamos algunos de los experimen-
tos o fendmenos que ocurren a nuestro al-
rededor, comprobaremos que, para algunos
de ellos, podemos predecir o determinar el
resultado.

En cambio, otros son imprevisibles, es decir,
resulta practicamente imposible predecir o
determinar su resultado.

Fijate en los siguientes experimentos y
comprueba si es posible predecir el resul-
tado o no.

http://goo.gl/qsQfwg hitps://goo.gl/mniv79

Lanzar un dado y obse-
var la puntuacion de la
cara superior.

Averiguar el tiempo que
tarda un automovil en
recorrer una distancia
si conocemos su velo-
cidad constante.

LR TN

B 510240314650839345607 W

hitp://goo.gl/dMpCGS

hitp://goo gl TPth9g

Adivinar el niumero que
saldra premiado en el
préximo sorteo de la lo-
teria de Navidad.

Extraer una manzana
al coger una fruta de
una cesta que solo con-
tiene naranjas.

En los experimentos segundo y cuarto, po-
demos determinar su resultado antes de
realizarlos, mientras que en el primero y en

el tercero, no los podemos predecir.

Tenemos asi experimentos deterministas y
experimentos aleatorios.

Los experimentos deterministas son aquellos
en los que es posible predecir el resultado antes
de que se realicen.

Los experimentos aleatorios son aquellos en los
que no es posible predecir el resultado antes de
que se realicen.

Indiquemos los sucesos elemen-
tales y el espacio muestral del ex-
perimento Lanzar un dado de seis
caras.

Ejemplo 9

Sucesos elementales:

{13, (2}, {3}, {4}, (5}, {6}
Espacio muestral:
0={1,2,3,4,5,6}

i Trabajo individual

1. Indica cuales de los experimentos siguien-
tes son aleatorios y cuales no.

a. Extraer una carta de una baraja espafio-
lay observar de qué palo es.

b. Calentar una olla con agua y observar a
qué temperatura hierve el agua.

c. Extraer una bola de una funda opaca que
contiene bolas azules y observar su color.

d. Extraeruna bola de una funda opaca que
contiene bolas rojas, azules y violetas, y
mirar su color.

e. Lanzar una moneda trucada que siem-
pre sale cara al lanzarla.
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Espacio muestral

Para estudiar un experimento aleatorio, de-
bemos conocer, en primer lugar, todos los
posibles resultados que pueden darse.

Suceso elemental es cada uno de los resultados
posibles que podemos obtener en un experimen-
to aleatorio. El espacio muestral, representado
por la letra , es el conjunto de todos los resulta-
dos posibles de un experimento aleatorio.

‘°_ Indiquemos el espacio muestral y los su- |
. cesos elementales de cada uno de los si- |
1= guientes experimentos. 1
= |
2 a. Lanzar un dado. I
(] |
b. Tirar una moneda. !

i

c. Elegir un color para jugar al parchis. |

I

i

i

i

Experimento Sucesos Espacio !
elementales muestral i

I

]

2> |

DD ‘

Lanzar un 0=(1,23456} | |

dado |P P D :

i

i

i

i

; i

Tirar una Q =(cara, cruz} | |

moneda I

i

i

|

|

i

Elegirun A 4 Q ={rojo, !

color para it verde, amarillo, | |

jugar al azul} |

parchis 1

Generalmente,
al hablar de un
dado, nos referi-
mos al dado de
seis caras con
forma de cubo.
Sin  embargo,
también existen
dados con otras
formas: tetrae-
dro, octaedro,
dodecaedro.

Sucesos

A menudo, lo que nos interesa de un expe-
rimento aleatorio es estudiar aspectos parti-
culares de dicho experimento.

Llamamos suceso a cada uno de los aspectos

que pueden estudiarse de un experimento alea-
torio. Corresponde con una parte del espacio
muestral Q.

Sefalamos distintos sucesos en el
experimento lanzar un dado y ob-
servar el resultado.

Algunos aspectos o sucesos que .
pueden estudiarse de este experi-
mento son:

a. Obtener un numero impar.
b. Obtener un nimero mayor que 2.
c. Obtener un 4.

Los resultados que caracterizan
cada uno de los sucesos son:

a. Obtener un numero impar, A= {1, -
3,5}

b. Obtener un numero mayor que 2,
B={3,4,5,6}.

c. Obtener un 4, C = {4}.

Al simbolo @ lo leemos «conjunto vacio» y es
el conjunto que no tiene ningin elemento.

Decimos que se verifica o que ocurre un su-
ceso cuando, al realizar un experimento, el
resultado es uno de los que caracterizan
este suceso.

De entre todos los sucesos que podemos
definir al realizar un experimento aleatorio,
hay algunos que tienen caracteristicas es-
peciales. A continuacién, describiremos los
mas importantes: suceso seguro, suceso
imposible, suceso contrario, sucesos com-
patibles y sucesos incompatibles.
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Suceso seguro y suceso imposible

Puede ocurrir que, sea cual sea el resultado
de un experimento, este suceso ocurra con
absoluta certeza, o bien, que no ocurra.

Suceso seguro es el suceso que ocurre siempre
que se realiza el experimento aleatorio. Coincide
con el espacio muestral ().

Suceso imposible es el suceso que no ocurre
jamas al realizar el experimento aleatorio. Lo re-
presentamos con el simbolo @.

Sefialamos un suceso seguro y uno
imposible en el experimento de lan-
zar un dado y observar el resultado.

Consideremos el suceso A: Obte-
nemos un nimero menor o igual a
6, y escribimos el conjunto de los
resultados favorables a este suceso.

A={1,2,3,4,56}=0 |

Observamos que este suceso con- |
tiene todos los resultados posibles :
del experimento y, por tanto, coin- |
cide con el espacio muestral. Es un
suceso seguro. ‘
i
i
|

Si consideramos ahora el suceso B:

Obtener un 7, este suceso no tiene |
ningun resultado favorable. Es un su- |
ceso imposible. Escribiremos: B = @.

Suceso contrario

En el experimento de lanzar un dado, consi-
deramos los sucesos A: Obtener un nimero
par, y B: Obtener un nimero impar, y escri-
bimos el conjunto de los resultados favora-
bles a cada uno de los sucesos.

A={2,46} B=({1,35}

Observa que el suceso B esta formado por
todos los resultados del experimento que
no estan en A, y por lo tanto, estos sucesos
no se verifican simultdneamente.

Sea cual sea el resultado en el experimento
de lanzar un dado, al suceso B lo verificare-
mos si no se verifica el suceso A.

El suceso contrario a un suceso A es aquel al
que lo verificamos siempre y cuando no se veri-
fica A, y se representa mediante A°.

Sucesos compatibles y sucesos
incompatibles

Si tenemos un experimento aleatorio con
varios sucesos definidos, puede ocurrir
que, al obtener un resultado, verifiqguemos
simultdneamente mas de uno de los suce-
sos considerados.

Dos sucesos son compatibles si los podemos
verificar a la vez. Caso contrario, son incompa-
tibles.

Los sucesos compatibles tienen algun resul-
tado en comun, y los incompatibles, ninguno.

Sefialamos en el ejemplo 9 de la pagina 233,
los sucesos compatibles, incompatibles y el
suceso contrario de B.

Los sucesos A y B tienen resultados fa-
vorables comunes, 3 y 5, por lo que son
sucesos compatibles.

Los sucesos B y C también son compatibles,
porque tienen en comun el resultado 4.

Los sucesos A y C no tienen ningun resulta-
do en comun, por lo que son incompatibles.

El suceso contrario de B es el formado por
los resultados que no estan en B, es decir,
={1,2}.

i Trabajo individual

1. Escribe el espacio muestral del experimen-
to: Tirar un dado con forma de tetraedro (fig.
1) y anota la puntuacién que se obtiene.

2. Determina el espacio muestral del experimen-
to: Sacar una bola de una funda opaca que
contiene cinco bolas numeradas del 1 al 5.

3. Determina, para cada uno de los siguientes
espacios muestrales, un posible experimen-
to aleatorio realizado.

a. 0 ={123,124,13,4,5,6}
b. Q= {rojo, amarillo, azul}
c. Q= {cc, cx, X, Xx},

d. c=salir cara, x = salir cruz
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3.2. Métodos de conteo

[ DCD. M.4.3.10. Aplicar métodos de conteo (combinaciones y permutaciones) en el calculo de probabilidades.

Combinatoria intuitivas, pero mucho mas practicas. La

combinatoria se ocupa de su estudio.
Hasta ahora, hemos efectuado el recuento

de posibilidades a partir del diagrama en ar-
bol, y hemos aplicado el principio multiplica-
tivo en los casos en los que ha sido posible.

La combinatoria es la parte de la matematica
cuyo objetivo es estudiar las configuraciones po-
sibles en los problemas de contar, asi como las
. . técnicas necesarias para poder contarlas.

Sin embargo, estas técnicas no resultan
practicas cuando el numero de configura-
ciones es elevado y, sobre todo, cuando el
diagrama no es regular.

Estudiemos, a continuacion, algunas de las
técnicas para contar mas usuales:

Variaciones, permutaciones y combina-

Existen técnicas de recuento de posibilida-  ¢jones.

des alternativas al diagrama en arbol, no tan

En un campeonato de tenis, los cuatro jugadores que han llegado a las semifina- |
les son: Rafael, Carlos, Helena y Andrea. Si solo los finalistas reciben trofeo, jde |
cuantas maneras pueden repartirse los dos premios? Confeccionamos el diagra-
ma en arbol para obtener el niumero de configuraciones posibles.

Obtenemos 12 configuraciones posibles.

primero y segundo un mismo jugador.

cuatro elementos tomados de dos en dos.

a Trabajo individual

Decimos que estas configuraciones son variaciones ordinarias o sin repeticion de

1. Queremos pintar una bandera formada por tres
franjas verticales de tres colores diferentes. Si
disponemos de pintura roja, azul, gris, verde y
negra, ;cuantas banderas podemos crear?

i
I

I

Campeén | Subcampedn |  Configuracion 1

Carlos Rafael - Carlos w

Rafael < Helena Rafael - Helena i

Andrea Rafael - Andrea 3

Rafael Carlos - Rafael ]

Helena Carlos Helena Carlos - Helena |
Andrea Carlos -Andrea ‘

Rafael Helena - Rafael !

Andrea Helena < Carlos __ Helena - Carlos :
Andrea Helena - Andrea !

Rafael Andrea - Rafael \

Carlos Andrea < Carlos Andrea - Carlos |
Helena Andrea - Helena |

Fijate en que cada configuracién esta formada por dos jugadores de los cuatro po-
sibles. Importa el orden de colocacion, ya que no es lo mismo quedar primero que
segundo y, ademas, no hay repeticion de premios, puesto que no puede quedar
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eEstadisticas

eMedidas de tendencia central
eMedidas de dispersion para datos no agrupados
eMedidas de dispersion para datos agrupados



1. Medidas estadisticas
1.1. Medidas de tendencia central

[ DCD. M.4.3.7. Calcular e interpretar las medidas de tendencia central (media, mediana, moda) y medidas de dispersion (rango,

varianza y la desviacion estandar) de un conjunto de datos en la solucién de problemas.

La etapa final de un estudio estadistico es el
analisis de los datos recogidos con el fin de ex-
traer conclusiones que puedan ser de interés.

En el caso de la estadistica unidimensional,
la informacion contenida en tablas y grafi-
cos puede ser descrita mediante ciertos va-
lores, denominados parametros o medidas
estadisticas. Estas medidas pueden ser de
centralizacion, de dispersion o de posicion.

El objetivo principal de las medidas de ten-
dencia central es poder representar por me-
dio de un solo numero al conjunto de datos,
es decir, dar valores representativos de la
distribucion de frecuencias, situados en al-
gun lugar intermedio, alrededor del cual, se
encuentran los otros valores. Nos indican
donde tienden a concentrarse los valores.

Las medidas de centralizacion son valores
considerados representativos de la serie de
datos. Los mas utilizados son: la moda, la
media aritmética y la mediana.

Parametros de centralizaciéon en

Los mas usuales son la moda, la media arit-
mética y la mediana. Recordemos sus defi-
niciones y como se calculan segun se trate
de datos agrupados o no.

— Moda: Es el valor de la variable con mayor
frecuencia absoluta. Se representa por Mo.

Si los datos estan agrupados en interva-
los, se toma como valor aproximado de la
moda la marca de clase del intervalo con
mayor frecuencia absoluta, que se llama
clase modal.

Puede ocurrir que la moda no sea unica,
es decir, que haya mas de un valor con
la frecuencia maxima. Se habla entonces
de distribuciones bimodales, trimodales.

Para obtener el valor de la moda, basta
observar en la tabla de frecuencias co-

rrespondiente el valor de la variable (o el
intervalo de clase si los datos estan agru-
pados) con mayor frecuencia absoluta.

Asi, para los datos de la primera tabla 3,
la moda es 2.
Numero de hijos de las

familias de cuarenta
estudiantes de 1.° de

Duracion (en horas) de
treinta focos

Bachillerato ‘ Numero de  Frecuencia
Numerode ~Frecuencia horas M l[afis oltts (i)
hijos (x) | absoluta(n) | (310,420) 1
1 7 (420, 530) 9
2 14 (530, 640) 11
3 9 (640,750) 5
4 8 (750,860) 3
5 2 (860,970) 1

En el caso de la segunda tabla 4, la clase
modal es (530, 640) y tomaremos como
valor aproximado de la moda su marca
de clase: 585.

— Media aritmética: Es el valor que se ob-
tiene al dividir la suma de todos los valo-
res de la variable entre el numero total de
estos. Se representa por x.

Calculamos mediante la expresion:

Asi, para los datos de la tabla 3:

1-7+2-14+3-9+4.8+5-2 _104

"= 0 @

Analogamente obtenemos, para los datos
de latabla 4, x = 596.

Donde: x, : Variable (marca de clase); n,:
Frecuencia absoluta; N : NUmero de datos.
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— Mediana: Es el valor que ocupa el lugar

central en un conjunto ordenado de da-
tos. Se representa por Ve.

El calculo de la mediana solo tiene senti-
do para variables cuantitativas.

Cuando el niumero de datos es impar, la
mediana es el valor central de la serie or-
denada de datos. Si es par, no existe un
valor que ocupe el lugar central de la lista,
sino dos. En este caso, tomaremos como
mediana el valor promedio de ambos.

Asi, en la siguiente serie de datos:
20,:20,:23,.23, 25,:25,25,:26,.29
la mediana es 25, mientras que en la serie:
20, 20, 23, 23, 24, 25, 25, 25, 26, 29

la mediana es:

24 -ZI- 25 _, 45
Podemos obtener también la mediana a
partir de la tabla de frecuencias.

Para ello, basta observar en la columna
de frecuencias absolutas acumuladas si
existe un valor igual a %

* En este caso, la mediana es el prome-
dio entre dicho valor y el siguiente.

* En caso contrario, la mediana es el
primer valor cuya frecuencia absoluta
acumulada es mayor que _';i

Busca en Internet videos tutoriales para hallar
la mediana de un conjunto de datos usando el
progrma excel.

Halla la mediana de los siguientes datos (estatu-
ras de personas):

2.03m, 1.56m, 1.48m, 1.72m, 1.67m, 1.57m,
1,83m, 1.76m, 1.55m,
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Calculemos la mediana de la distri-
bucion de la siguiente tabla.

xi ni Ni
1

2 13 20
3 10 30
4 7 | a7
5 3 40

El nimero total de individuos es N =
40. Luego el valor de% = ;_0 = 20.

Existe una frecuencia absoluta
acumulada que coincide exacta-
mente con % .

En este caso, la mediana es el pro-
medio entre el valor de la variable
con esta frecuencia y el siguiente:

Calculemos la mediana de la distri-
bucion de la siguiente tabla.

x | on N
1 7 7
2, 14 21
3 9 30
4 8 38
S5 2 40

El nimero total de individuos es N
= 40. Luego el valor de % es:
272

La primera frecuencia absoluta
acumulada mayor que 20 es 21.
La mediana sera el valor de la va-
riable con esta frecuencia acumu-
lada, es decir, 2.

N =40 =79

Me =2




Si los datos estan agrupados en interva-
los, el intervalo que contiene a la media-
na se denomina clase medianal. La marca
de clase de este intervalo puede tomarse
como valor aproximado de la mediana,
aunque esta puede determinarse con ma-
yor precision a partir de la expresion:

i-1

N
XN,
Me=Li+h-2_
n
siendo:

— L, el extremo inferior de la clase media-
nal.

—h, la amplitud de los intervalos de clase.
— N, el nimero de datos.

—N, _,, la frecuencia absoluta acumulada
del intervalo anterior a la clase medianal.

—n,, la frecuencia absoluta de la clase me-
dianal.

Calculemos la mediana de la distibuciéon
de la tabla sobre tiempo de duracién de los
focos.

Infervalo  Marcadeclase  n; N, |
[310,420) | 365 [ 7 [ ;
[420, 530) 475 9 10 !
[530, 640) 585 TES 1
[640, 750) | 695 [ s |2 3
[750, 860) 805 3 29 g
860, 970) 915 13 i
1
|
I
‘
‘

En este caso% = 30 15 La primera

2
frecuencia absoluta acumulada mayor que
15 es 21. Luego la clase medianal es [530,
640). Por tanto:

L=530
h=110
N=30
N,_,=10

i-1
n=11

Me=530+]]0-$

=580

Esto significa que la mitad de los focos
tiene una duracioén inferior a 580 h.
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El valor de la mediana se puede obtener
geométricamente aplicando el teorema de Tales
a los triangulos de la figura.

Busca en Internet videos tuto- riales para
hallar la media- na de un conjunto de
datos usando el progrma excel.Halla la me-
diana de los si- guientes datos (estaturas
de personas):2.03m, 1.56m, 1.48m, 1.72m,

1.67m, 1.57m, 1,83m, 1.76m, 1.55m,

‘ Trabajo individual

1. Calcula la moda, la media aritmética y la
mediana para los datos del ejercicio 4, pagi- :
na 209. ®

2. El nimero de faltas de ortografia cometidas
por cuarenta estudiantes de 1.° de Bachillerato
en un dictado se muestra en la siguiente tabla:

Numero de faltas
Numero de estudiantes

=
-

2(3|4(5]|6
13|63 |11

~
v}

— Calcula la moda, la media aritmética y la
mediana.

3. Lasiguiente tabla refleja la medida del térax de
un grupo de varones adultos. Calcula la moda,
la media aritmética y la mediana.

[80, 85) 9
[85,90) 91
[90,95) 509

[95, 100) 937

[100, 105) 694

[105,110) 201

[110,115) 31

[115,120) 2
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1.2.Medidas de dispersion para datos no
agrupados

Los parametros de dispersion de un conjun-  Por lo que el recorrido de esta serie de da-
to de datos nos informan sobre la dispersion  tos es:
de los datos considerados, es decir, nos di-

cen si estos estan mas o menos separados. = 4 =la=37
El recorrido es un parametro facil de calcu-
lar, pero que ofrece una informacién muy li-
mitada. Asi, nos da una idea de la amplitud
del conjunto de datos, pero esta muy influi-
do por los valores extremos.

Existen diferentes parametros de disper-
sion. Los mas utilizados son el recorrido, la
desviacién media, la varianza y la desvia-
cion tipica.
Recorrido " .
Desviacion media
Es la diferencia entre el valor maximo y el
valor minimo de la serie de datos. También
se conoce como rango o amplitud, y se re-
presenta por r.

La desviacion media es la media aritmética
de las desviaciones de todos los datos res-
pecto a su media. Se representa por D .
Asi, si consideramos la serie de datos de la En general, escribimos abreviadamente:
variable estadistica que representa la edad YIx-X| e B

o : D -iz1 p - ZI%-X1 ytilizar
de los dieciséis estudiantes de un curso de TN e TN
Astronomia, tenemos:

12 15 15 16 18 19 19 19 22 23 24
24 25 30 31 49

Calculemos la desviaciéon media de la distribucion: 5, 3, 7, 8, 5, 8,5, 7, 9, 3, 3.
1. Calculemos la media aritmética del conjunto de datos:

5+3+7+8+5+8+5+74+9+3+3 _63
T o

X=

Ejemplo 4

5,7~ 6 (enla practica no se aproxima la media aritmética) |

2. Apliquemosla férmula para calcularla desviacién media: '
B 15-6]+|3-6]+|7-6|+|8-6]+|5-6]+|8-6]|+|5-6]+|7-6]|+|9-6]+|3-6]+|3-6]| i
= 1 i

:1+3+I+2+1+2+1+1+3+3+3=2]=]9 -
= n no y

D

a Trabajo individual

1. Son encuestados veinte matrimonios respecto a su nimero de hijos y se obtuvieron los siguientes datos: {
204 253315 2042531k 0% 292525 3529652 135252 .
Halla la desviacién media.

2. Los siguientes datos muestran el nimero de vuelos intemacionales recibidos en el aeropuerto de la ciudad
de Quito durante un mes, construye una tabla de distribucion de frecuencias y halla la desviacién media.

10, 15, 10, 16, 15, 12, 12, 10, 15, 12, 12, 16, 10, 13, 12, 11, 10, 11, 15, 15, 16, 14, 14, 14, 10, 11, 10, 15,
15, 16.
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Varianza

Nos indica la variabilidad de los datos, es decir
que tan alejados estan los datos de su media.

Es la media aritmética de los cuadrados de
las diferencias o desviaciones de cada dato
hasta la media:

Varianza poblacional (para una poblacion:
_X(x-x)’

AE

Varianza muestral

o’

(para una muestra):

2 SN x-X)_ PN %
N-1 N-1

-x2

El simbolo o es la letra griega sigma.
Corresponde a la «s» de nuestro alfabeto.
Desviacion tipica o desviacion estandar

Es sin duda la medida de dispersion mas im-
portante, ya que sirve como medida previa al
calculo de otros valores estadisticos.

décimo
an

Una férmula alternativa para el calculo de la va-
rianza es:

ﬁ': x2-m;
g2= i=1 -
N
Para obtener la varianza a partir de esta expresion,
completamos la tabla de frecuencias con las si-
guientes columnas:

x | xn |

X onooxn

La desviacion tipica se define como la raiz
cuadrada de la media de los cuadrados de
las desviaciones con respecto ala media de
la distribucién. Es decir: la raiz cuadrada de
la varianza.

se0 x-x |2

Parael casode unapoblacién o- ,/—El ~ I
-x)?

Para el caso de una muestra s= /—Z(I’; 1")

Analicemos el siguiente ejemplo:

La muestra obtenida de las puntuaciones en un examen por grupo de estudiantes

es la siguiente: 6, 8, 10, 12, 14. Hallemos la desviacion estandar de la muestra.

1. Hallemos la media del conjunto de datos: i=6+8+]£$=% =10
2. % 10 12 14
Ix-X|_____ C! | N/ MRS, 0_____ S 4

‘ Trabajo individual

1. Las puntuaciones obtenidas por un grupo de estudiantes en un examen han sido las siguientes:

15, 20, 15, 18, 22, 13, 13, 16, 15, 19, 18, 15, 16, 20, 16, 15, 18, 16, 14, 13.

a. Construye la tabla de distribucién de frecuencias.

b. Calcula las medidas de tendencia central de los datos.

c. Halla la desviacion tipica.

2. Elnumero de estrellas de los hoteles de una ciudad viene dado por |a siguiente serie:

3,3,4,3,4,3,5,3,4,3,3,3,2,5,3,3,3,2,35,2,3,3,8,2,55,2,2,3,2,1,51,2,2,4,5.

a. Construye la tabla de distribucién de frecuencias.

b. Halla la calificaciéon promedio de los hoteles segun la cantidad de estrellas.

c. Calcula la desviacion tipica.
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Ejemplo 6

Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

0l
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1.3. Medidas de dispersion para datos
agrupados

Cuando los datos aparecen agrupados en intervalos, los parametros de dispersion se cal-
culan de esta manera.

Recorrido

En caso de que los datos estén agrupados en intervalos, suele considerarse como recorrido
la diferencia entre el extremo superior del ultimo intervalo y el extremo inferior del primero.

Desviacion media, varianza y desviacion tipica: Consideramos las marcas de clase de los dife-
rentes intervalos como diferentes valores de la variable x, y sus frecuencias absolutas como n,.

Desviacion media: Es la media aritmética de las desviaciones de todos los datos respecto a
su media aritmética. Se representa por dm.

En general, escribimos abreviadamente:

N

| -

x,: valor de la variable | 2 IXi =X | -y : n,: frecuencia absoluta de x,
:-—-» dm=‘=7 <«--

= " i z
X:media ariimética | N | N: ndmero tofal de datos
|

Calculemos el recorrido, la desvia-

cién media, la varianza y la des- ;’:‘g’sg [100,120) | [120,140) | [140,160) | [160,180) = [180,200) = [200,220)
viacioén tipica de la distribucion de n 5 6 15 B 17 5
datos que recoge la tabla.
Solucién
| Intervalos de clase  Marca de clase x, Frecuencian  |x-%|  [x-X[|'n,

[100, 120] | 10 5 | 5545 277,25

[120, 140] 130 6 3545 212,70

[140, 160] 150 15 | sas | o3

[160, 180] 170 18 455 8190

[180,200] 190 7 24,55 417.35

[200, 220] » 210 5 . 4455 . 222,75 144370_

—En este caso, puesto que los datos estan agrupados por intervalos, el recorrido es la diferencia entre el
extremo superior de Ultimo intervalo de clase y el extremo inferior del primer intervalo de clase. Luego, r =
220-110=120.

—Apliquemos la férmula correspondiente para calcular la desviacion media.

1110- 16545 -5+ [130- 16545] -6+ 150~ 16545 | - 15+ | 170- 16545 | 18+ |190-16545 | -17+ [210-16545 | -5 _ o oo
d, - = .
—Apliquemos la primera de las férmulas para calcular la varianza.
1110-16545|2: 5 + [130- 165.45[2- 6 + | 160- 16545 [2- 15+ | 170- 16545 |2 18 + [190- 16545 |2 17+ [210- 16545 [-5 _ .

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

‘ d - 2187 |
N =66 N =66 1443,70 m 66 ) :
|

|

]

]

|

|

|

|

|

1

|

& 1
|

|

—Puesto que 62 = 712,67 tendremos que la desviacion tipica es 6=\ 712:67 = 26,70.

‘ Trabajo individual

1. Calcula la moda, la media aritmética y la mediana en la distribucion de datos que aparece en esta tabla.

Intervalo de clases | [2,8) | [8,14) | [14,20) | [20,26) o

n, 6 14 7 3




